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 <<<(((scennelt szöveg olvasói kiemelésekkel és megjegyzésekkel, a görög betűket kipontoztam -FÁ)))>>> 
 <<<(((ma is készülnek ilyen dolgozatok? Hol lehet olvasni őket? -FÁ)))>>> 


„Mielőtt rátérnénk most az euklidészi axiómatika további terminusainak történeti vizsgálatára ……….”


A MATEMATIKA ALAPJAINAK EUKLIDESZI TERMINUSAI, I.

írta: SZABÓ ÁRPÁD

E dolgozat — az „Archive fór History of Exact Sciences” c. folyóiratban (I, 1, 37—106) megjelent korábbi munkám („Anfange des euklidischen Axiomensystems”) továbbérlelt és újjáépített változata — nem azonos az eredeti német nyelvű cikkel, bár a tárgy természeténél fogva helyenként megismételem régebbi megállapításaimat.

Az a történeti probléma, hogyan alakult ki a görögöknél a matematikának mint deduktív tudománynak a rendszere, csak a közelmúltban lett igazán aktuális. Köszönhető pedig ez főként annak, hogy jobban megismertük a görögség előtti kultúrák matematikáját. Mint K. v. Fritz írja: „A legutóbbi évtizedek felfedezései és kutatásai kimutatták, hogy a görögség előtti babiloni matematika sokkal fejlettebb volt, mint korábban gondolták. A babiloniak már kb. ezer évvel a görög matematika keletkezése előtt meg tudtak oldani viszonylag komplikált feladatokat — elég jó közelítéssel. Kiderült az is, hogy a görögök sokmindent éppen a babiloniaktól vettek át vagy tanultak.”

Nem csodálkozhatnánk éppen ezért azon sem, ha a rendszeres és deduktív görög matematika nem is volna egyéb, mint folytatása vagy továbbfejlesztése a régebbi, a görögség előtti matematikának, A különös éppen az, hogy mégis a történeti tények legjobb ismerői kellett megállapítsák: „Sehol semmi nyoma sincs annak, hogy a babilóniaiak vagy egyiptomiak bármikor is megkísérelték volna a matematika rendszerének felépítését, a tételeknek szigorú logikával elvekből (princípiumokból) történő levezetését.”
-  <<<(((ez lehet a kulcs, vajon kifejti-e? -FÁ)))>>> 
Akadtak ugyan olyanok, akik azt a tényt, hogy a deduktív matematika ismeretének nyomai a görögség előtti kultúrákból nem mutathatók ki, igyekeztek puszta véletlennek minősíteni. Az a körülmény pl., hogy a babiloniak ismerték ugyan a Pythagoras-tételt, de nincs olyan babiloni szövegünk, amely ezt a tételt be is bizonyítaná, múlhatnék a véletlenen is;
3 egyszerűen arról lenne csak szó, hogy ilyen természetű feljegyzést nem találtak még az archeológusok, de semmi akadálya sem volna annak, hogy ehhez hasonló szövegek később előkerüljenek majd. — Bár ez a feltevés végérvényesen sohasem lesz cáfolható — hiszen előreláthatóan sohasem leszünk abban a helyzetben, hogy elmondhassuk: birtokunkban van immár minden adat az ókori kultúrákról, újabb dokumentum pedig „nem is kerülhet már elő” —, mégis állapítsuk meg: jelenlegi tudásunk alapján nem indokolt arra várni, hogy újabb, ma még ismeretlen dokumentumok igazolják majd a deduktív matematikának a meglétét már a görögség előtt. Éppen ellenkezőleg! Ha elfogulatlanul vizsgáljuk az ismert tényeket, be kell látnunk: „Mindaz, amit az ókori Kelet görögség előtti népeinek matematikájáról tudunk, arra vall: nem valószínű, sőt aligha lehetséges, hogy már a görögök előtt lett volna rendszeres matematikai tudomány.”

Úgy látszik tehát: a rendszeres, deduktív matematikát a görögök teremtették meg. Lássuk mármost: hogyan magyarázták eddig ennek a tudománynak a létrejöttét?

1. Egyesek abban látták a probléma megoldását, hogy emlékeztettek az ókori görögség társadalmi viszonyaira, különösen pedig annak a kornak a társadalmi rendszerére, amely feltehetően a deduktív matematika kialakulásának az ideje volt. E magyarázat szerint a kifogástalan matematikai bizonyítások igénye arra vezethető vissza, hogy a görög demokrácia érvényesítette a vélemény- és szólásszabadságot; ezért szokhattak hozzá a szembenálló felek — mind a politikai életben, mind pedig a bíráskodásban ahhoz, hogy igazukért érvekkel harcoljanak. A mindennapi élet érveléseiből, bizonyításaiból fejlődött volna ki — e szerint a magyarázat szerint — egy magasabb fokon a matematikai bizonyítás gyakorlata.

2. Mások azzal magyarázták a matematikai tételek és bizonyítások hirtelen megjelenését a görögöknél, hogy utaltak arra: az a régebbi keleti hagyomány, amelyet a görögök átvettek, nem volt mindig egységes. A babiloniak pl. ismertek egy „formulát” a kör területének a kiszámítására: 3r2; az egyip-

tomiak ugyanerre a célra más „formulát” használtak:[image: image2.png]


. Ez a két egy mástól eltérő „recept” ugyanannak a mértani feladatnak a megoldására jól illusztrálhatja egyszersmind azt is: milyen problémák merülhettek fel a görögökben akkor, amikor észrevették a keleti hagyományban jelentkező kisebb-nagyobb különbségeket. Dönteniük kellett ugyanis: melyik a jobb a két „recept” közül. S éppen ennek a döntésnek, választásnak a szükségszerűsége vezette volna el őket az egzakt, deduktív tudomány  <<<(((tehát itt éppen nem a mérhetőt nevezi egzaktnak vagy megkülönböztet deduktív és induktív egzaktságot -FÁ)))>>> megalkotásához.
 Ez az utóbbi magyarázat tehát a matematikának azt a lényeges átalakulását, amely azáltal következett be, hogy a régebben csupán praktikus-empirikus ismeretek igazi tudományos rendszerré kristályosodtak, olyan igényekre vezeti vissza, amelyek szinte magának a matematikának a természetéből adódtak. A matematika mint tudomány önmagából teremtette volna meg igazi és végérvényes formáját.
 — Úgy látszik, volt ennek az elgondolásnak már több különböző változata is.

3. Külön csoportba tartoznak azok a magyarázó kísérletek, amelyek a filozófiára akarták visszavezetni a deduktív matematika eredetét. Elég hosszú időn keresztül emlegették pl. a matematika ún. „platóni reformját”, mondván, hogy ez előtt a reform előtt a matematika empirikus tudás volt, és csak utána alakult volna át elméleti tudománnyá.
 Más szóval ez azt jelenti, hogy e szerint az elképzelés szerint a rendszeres, deduktív matematika létrejötte tulajdonképpen a platóni filozófia érdeme volna. — Ezt a felfogást az utóbbi időben felváltotta — szinte észrevétlenül — egy másik, vele csak rokon elképzelés. A „platóni reform” helyett ugyanis azt kezdték hangoztatni, mintha Aristotelésnek lettek volna elévülhetetlen érdemei az elméleti matematika megalapozása terén.

A magyarázó kísérleteknek ebbe a legutóbb említett csoportjába tartozik saját elméletem is a deduktív matematika keletkezéséről. Az elmúlt évek során ugyanis több dolgozatban azt igyekeztem kimutatni, hogy a legrégibb görög deduktív matematika létrejötte az eleai filozófia hatásának tulajdonítható.
 Erre a gondolatra — az időrend figyelembevételén kívül — főként két megfigyelés vezetett. Egyrészt ugyanis az a körülmény, hogy gyakran találkozunk az V. századi görög matematikában az ún. indirekt bizonyítási formával, annak a gondolatnak a kimondására késztetett, hogy deduktív matematika mindaddig nem is lehetséges, amíg nem ismeretes ez a bizonyítási forma.
 Márpedig az indirekt bizonyítási formának a kialakítása aligha rekonstruálható valamely még csak empirikus-praktikus jellegű matematika keretein belül; annál könnyebb volt viszont rámutatnom arra, hogyan került át ez a gondolkozási forma az eleai filozófiából a matematikába. Másrészt úgy láttam: az eleai filozófia hatására vall a görög matematika evidencia-fogalmának a történeti fejlődése is.
 Azt hiszem, sikerült kimutatnom, hogy a legrégibb görög matematikában az evidencia empirikus-szemléletes jellegű volt; már az V. században fölváltotta azonban az ilyen jellegű kezdetleges evidenciára való törekvést egy egészen különös antiempírikus és szemléletellenes tendencia. Ez a tendencia egyszerre jelentkezett az indirekt bizonyítási forma első matematikai alkalmazásaival, és ugyanúgy mint amaz: az eleai filozófia hatására volt visszavezethető. — Ezekhez a régebbi felismerésekhez kapcsolódva legutóbb a görög matematika definíciós-axiomatikus alapjait vizsgáltam.
 Kimutattam, hogy Euklidés „Elemeinek” VII. könyvében az aritmetika több igen fontos definíciója minden valószínűség szerint eleai eredetű. Azt hiszem, sikerült ugyanígy kimutatnom azt is, hogy Euklidés 8. axiómájának („az egész nagyobb mint a rész”) a felállítására az eleai Zénónak egyik különben megcáfolhatatlan paradoxona („a fele idő egyenlő [ekvivalens] a duplájával”) adott alkalmat.

Ezúttal a rendszeres görög matematika eredetének kérdését a terminológia történetéből kiindulva vizsgálom. Kísérletet teszek arra, hogy megvilágítsam a görög matematika axiómatikájában használt legfontosabb kifejezéseknek — a definíciók, posztulátumok és axiómák jelölésére használt görög terminusoknak az eredetét. Azt hiszem, e vizsgálat eredményei messzemenően igazolják majd a rendszeres görög tudomány keletkezésére vonatkozó elméletemet.

I. Proklos terminológiája

Mint ismeretes, Euklidés klasszikus művét, az „Elemeket” i. e. 300 körül állította össze. A „Elemek” I. könyvéhez írt kitűnő ókori kommentár viszont attól az újplatónikus PROKLOStól származik, aki majdnem 800 évvel később élt az i. sz. V. században. <<<(((Boethius: A filozófia vigasztalásának kora -FÁ)))>>>  — Előre kellett bocsátanom ezt a kronológiai tényt, mert mindjárt látni fogjuk majd, hogy az axiómatikának PROKLOSnál megőrzött terminusai mégis régibb keletűek, mint azok a terminusok, amelyeket Euklidés szövegében találunk.

Az „Elemek” görög szövegkiadásában (ed. J. L. Heiberg, vol. I. Lipsiae 1883) rögtön az első könyv elején hármas csoportba osztva találjuk az ókori matematika princípiumait. E hármas csoportnak a modern kiadó latin fordításában a következő neveket adta: 
1. definitiones, 
2. postulata és 
3. communes animi conceptiones. 
E három névnek a görög szövegben a
1. „horoi” (……), 
2. „aitémata” (……………) és 
3. „koinai ennoiai” (……………) terminusok felelnek meg.

Ha mármost összehasonlítjuk ezeket az Euklidésnél olvasható görög terminusokat a Proklos kommentárjában használt terminusokkal, meglepődve tapasztaljuk, hogy Proklos tulajdonképpen csak a második csoportnak, a posztulátumoknak a megjelölésére használja ugyanazt a görög szót, mint Euklidés; a posztulátum neve PROKLOSnál is mindig „aitéma”. A másik két csoportot azonban Proklos más nevekkel jelöli, mint Euklidés.
Vegyük pl. elsőnek a „communes animi conceptiones” nevű csoportot. E princípiumok neve PROKLOSnál nem „koinai ennoiai”, hanem „axiómata” (…………)
 Ismeri ugyan Proklos a „koiné ennoia” nevet is,
 de sohasem használja, hanem következetesen mindig az „axiómata” szóval helyettesíti. Sőt Proklos olyan magától értetődő természetességgel használja ezt az utóbbi kifejezést („axiómata”) — ami pedig Euklidés mai szövegében sehol sem fordul elő —, hogy önkéntelenül is felébred bennünk a gyanú: vajon ugyanaz az Euklidés-szöveg volt-e Proklos kezében, mint amit mi olvasunk? Nem állott-e az ő szövegében a „koinai ennoiai” kifejezés helyén az „axiómata” szó? — Megerősítheti ezt a gyanúnkat a következő két tény:

1. Az „axióma” szó mint matematikai terminus ismeretes már az Euklidést megelőző korból is. Aristotelés beszél pl. a matematikusok ún. axiómáiról,
 sőt több ízben szó szerint idézi is azt az „axiómát”, amely Euklidés mai szövegében mint harmadik „koiné ennoia” szerepel.

2. A „koinai ennoiai” kifejezés — amint ezt már P. Tannery is felismerte
 — későbbi, talán sztoikus eredetű terminus. A sztoikusok ugyanis „koinai ennoiai”-nak nevezték a „minden ember számára közös képzeteket”.
 <<<(((tehát az „önkényesen” választott minőséget a sztoikusok becserélték közös képzetekre …. mint talán később Kant? -FÁ)))>>> 
Úgy látszik tehát, későbbi, talán sztoikus hatásra vallhat az, hogy Euklidés szövegében a régi „axiómata” kifejezés helyébe a „koinai ennoiai” terminust írták. Ezt a változtatást azonban talán nem mindegyik ókori Euklidés-példányon hajtották végre. Bizonyára még PROKLOsnak is olyan Euklidés-szöveg volt a kezében, amelyik a régi „axiómata” elnevezést változatlanul megtartotta.

Azt a feltevést egyébként, hogy Euklidés szövegében a régi „axiómata” elnevezést csak utólag váltotta fel a „koinai ennoiai” terminus, nemcsak az teszi valószínűvé, hogy ez az újabb keletű kifejezés a sztoikus filozófia terminusa volt. Ezt a következtetést támogatja még egy másik megfigyelés is. Ti. az „axiómata” szó maga is a sztoikus filozófia egyik terminusa volt — de nem abban az értelemben, mint az ókori matematikában. A sztoikusok „axiómá”-nak neveztek minden kijelentő állítást, tételt (Aussagesatz).
 Az a valaki tehát, aki az ókorban az euklidészi „axiómata” megjelölést a „koinai ennoiai” terminussal helyettesítette, ezzel többek között arra is törekedhetett, hogy megkülönböztesse Euklidés „axiómáit” a mástermészetü sztoikus „axiómáktól’'. <<<(((a közösen elfogadott értelmezés, … de ez visszamegy valahova a méregpohár elé a szofisták felfogásához, hogy egyezség kérdése a fogalmak, szavak értelme. -FÁ)))>>> 
Ehhez a gondolatmenethez egyelőre még csak a következőt kell hozzáfűznöm. Látni fogjuk majd később, hogy a „koinai ennoiai” terminus bevezetését a régebbi „axiómata” megjelölés helyébe, tulajdonképpen már Aristotelés működése előkészítette. Egyelőre azonban beérhetjük a következő megállapítással: a „communes animi conceptiones” nevű princípium-csoportnak eredeti görög megjelölése: „axiómata” volt; ez derül ki az idézett Aristotelés- és Proklos-helyek összehasonlításából. Az Euklidés mai szövegében olvasható megjelölés: „koinai ennoiai” — későbbi eredetű átírás.

*

Nagyjából hasonló eredménnyel jár a másik euklidészi terminusnak, a definíciók görög nevének a vizsgálata is. Euklidés szövege a definíciókat „horoi” (…..) névvel jelöli. Bizonyos, hogy ennek a szónak „definíció” jelentése — legalábbis Platón óta — közismert volt a görög filozófiai nyelvben. (Igaz ugyan, hogy ARISTOTELÉSnél a ………. szó általában terminust jelent, míg a definíció neve nála: …………; de ez a speciálisan arisztotelészi szóhasználat a matematikatörténet szempontjából egyelőre aligha lényeges.) Euklidés tehát valóban jelölhette definícióit ezzel az ő korában már régi terminussal: „horoi”. — A különös csak az, hogy Proklos kommentárja az euklidészi definíciókat mégsem „horoi” néven emlegeti. Bár nagyon jól ismeri Proklos a definícióknak ezt a megjelölését is,
 nála azonban a definíció neve általában: „hypothesis” (……….).

Különös ez a prokloszi szóhasználat főként azért, mert a „hypothesis” kifejezés a görög matematikai szakirodalomban — sőt gyakran magánál PROKLOSnál is — egyszersmind a matematikai princípiumok összefoglaló neve is. Annak tehát, aki Pröklos szövegét görögül olvassa, esetről esetre kell eldöntenie, vajon a „hypothesis” szó princípiumot jelent-e általában, vagy speciálisan definíciót.
Mégis tévedés volna, ha azt hinnők, hogy a „hypothesis” szónak „matematikai definíció” jelentése csak Proklos kommentárjából ismeretes. Több jel arra mutat, hogy ugyanez a szójelentés mind a görög matematika klasszikus, mind pedig korai szakaszában általános lehetett. Archimédés pl. „De conoidibus et sphaeroidibus” c. munkájában több ízben használja a „hypotithesthai” (…………… = „alátenni”) igét definíciók bevezetésére.
 De ugyanígy hivatkozhatunk PLATÓNra is, aki egy alkalommal „hypotheseis” néven több olyan definíciót említ, amelyet megtalálunk a nála későbbi Euklidés szövegben.
 — Úgy látszik tehát, Proklos szóhasználata ebben az esetben is megfelel az Euklidés-korabeli gyakorlatnak; a definíciók jelölésére használt terminus nemcsak a „horoi”, hanem a „hypotheseis” szó is lehetett.

Összefoglalásul megállapíthatjuk: a definíciók, posztulátumok és axiómák jelölésére összesen öt görög terminust említettünk: 1. „hypotheseis”, 2. „horoi”,

3. „aitémata”, 4. „axiómata” és 5. „koinai ennoiai”. Ezek közül az első kettő — „hypotheseis” és „horoi” — a definíciók, az utolsó kettő pedig az axiómák (vagy másképpen a „communes animi conceptiones” csoport) neve. Minthogy pedig a felsorolt öt görög név közül a legelső, a „hypothesis” szó, nemcsak definíciót jelent, hanem egyszersmind matematikai princípiumot is, érdemes lesz behatóbb vizsgálatunkat éppen ezzel kezdenünk.

II. A definíciók terminusa

1. A „HYPOTHESIS” PROKLOSnál ÉS PLATÓNnál

A „hypothesis” szó, mint a ……………. („alátenni”) ige származéka, görögül feltevést, azaz pontosabban „alátétet" jelent, tehát valami olyasmit, ami a szó átvitt értelmében „alapja” lehet annak, amit reá építenek. Mint matematikai terminus ez a szó általában összefoglaló neve azoknak a princípiumoknak, amelyeket egy másik görög szóval néha „archai”-nak (………..) neveznek. Mint Proklos egy alkalommal írja: „sokszor a tudomány alapelveit, az arché-kát mind hypothesiseknek mondják”.
 Feltehető, hogy ugyanennek a „hypothesis” szónak speciálisabb matematikai jelentése („definíció”) valamiképpen az általánosabb matematikai jelentésből fejlődött ki. — Lássuk azonban előbb, milyen értelemben használja Proklos a „hypothesis” szót a matematika princípiumainak a megjelölésére? Útbaigazíthat bennünket erre vonatkozóan a következő Proklos-idézet.

„Minthogy azt állítjuk, hogy ez a tudomány, a geometria (= matematika) 
· feltevésekből indul ki (……….) és 
· meghatározott princípiumokból (……………..) 
· bizonyítja következtetéseit..., 
annak, aki geometriai kézikönyvet állít össze, 
· külön kell tárgyalnia tudományának alapjait (princípiumait, …………), és 
· külön azokat a dolgokat, amelyeket a princípiumokból vezet le. 
· A princípiumokról nem kell számot adnia, ezeket nem kell bizonyítania,  <<<(((de tárgyalnia kellene már középiskolás tankönyvekben is! -FÁ)))>>> 

· de mindazt, ami ezekből következik, bizonyítania kell.”
 
Nem kétséges, mi az értelme ebben az összefüggésben a görögül is idézett …………….. kifejezésnek. A „hypothesis” szó ezen a helyen összefoglaló neve mindazoknak a be-nem-bizonyított feltevéseknek, princípiumoknak, tehát: definícióknak, posztulátumoknak és axiómáknak, amelyekből a matematika kiindul. Proklos idézett szavai tulajdonképpen arról szólnak, hogy a matematika „hypothetikus” tudomány; azokat a feltevéseket vagy alapelveket, amelyekből kiindul, a matematikus nem bizonyítja, bizonyítás nélkül fogadja el őket igazaknak; csak azokat a következményeket („tételeket”) kell bizonyítanunk a matematikában, amelyeket az alapelvekből, vagy más szóval: a  <<<(((szerencsés vagy kevésbé szerencsés illetőleg alaposan kiérlelt -FÁ)))>>> kiindulásul választott feltevésekből vezetünk le. Tehát a „hypothesis” szó az idézett helyen azt jelenti: „kiindulásul választott és be-nem-bizonyított feltevés”.
Első kérdésünk ezek után így hangzik: mióta használatos a görög matematikában a „hypothesis” szó ebben a jelentésben — „kiindulásul választott és be-nem-bizonyított feltevés” —, és vajon milyen körből származhatik egyáltalán ez a szóhasználat? — Erre a kérdésre adandó válaszunk Platón dialógusainak tüzetesebb vizsgálatából indulhat ki.

A „Menón” c. dialógus pl. azt a kérdést tárgyalja: tanítható-e az erény? Sókratés ugyan előbb azt szeretné tisztázni, hogy mi az erény, de minthogy partnere türelmetlen és rögtön a főkérdéssel akar foglalkozni, Sókratés kompromisszumot javasol: „engedd meg, hogy a kérdést egy feltevés alapján vizsgáljam” (…………) 
, s mindjárt illusztrálja is javasolt „hypothetikus” eljárását a geometerek példájával: „a feltevés alapján való vizsgálatot úgy értem, ahogy a geometerek is feltevések alapján folytatják kutatásaikat”. — Már ezekből a szavakból is kiderül, milyen fontos szerepük volt a feltevéseknek, a „hypothesiseknek” a platónkorabeli matematikában. Sókratés azért hivatkozhat a geometerek példájára, mert javasolt módszere az egykorú geometriában, úgy látszik, közismert volt. — Világosan kiderül az említett „Menón”-részletből az is, miből állott a geometereknek az a „hypothetikus” eljárása, amelyet Sókratés az adott esetben követni akart. A geometer ugyanis — Sókratés jellemzése szerint —, ha választ kérnek tőle valamilyen konkrét kérdésre, akkor előbb megpróbálja az adott konkrét kérdést általános feltevés, „hypothesis” formájába önteni, és csak ebben az értelemben adja meg válaszát.  <<<(((a képlet és az általános bizonyítás gyökere Szókratésznél?! Tehát a szofisták azért tudtak mindent a visszájára fordítani, mert már elfogadott, élő gyakorlat volt az általánosságbeli fogalmazás. Sőt a paradoxonok is annak voltak köszönhetők, hogy erős volt a logikai váz kiépítésére való törekvés, és annak visszásságait, kezdeti ügyetlenségeit nem a törekvés elvetésére szóló tapasztalatnak vették, hanem leküzdendő kezdetlegességnek. -FÁ)))>>> Tehát kb. így beszél: „Ha igaz az, hogy..., akkor ebből ez és ez következik; ha viszont nem igaz az, hogy..., akkor ebből ez vagy amaz következik.” Ugyanilyen „hypothetikusan” akarja Sókratés is megvizsgálni a kérdést: „tanítható-e az erény?”

Az említett „Menón”-példa azt mutatja, hogy már a platónkorabeli matematikában is megvolt a „hypothesis” szónak az a jelentése, amelyet az előbb PROKLOsnál láttunk: „kiindulásul választott és be-nem-bizonyított feltevés”. A geometer nem dönti el, igaz-e az a feltevés, amelyből kiindul — ezt a kérdést függőben hagyja —, csak azt vizsgálja: mi következik abból, ha igaz a „hypothesis”. Ezért „hypothetikus” az eljárása. — Az első pillantásra mégis az lehet a benyomásunk, mintha volna egy lényeges különbség a kétféle, a Proklos és a Platón által említett „hypothetikus eljárás” között. 
· Proklos ugyanis arról beszél, hogy a matematika egész rendszere be-nem-bizonyított „hypothesisekre” épül, értvén ezeken a „hypothesiseken” az euklidészi definíciókat, posztulátumokat és axiómákat.  <<<(((kr u 412-485. -FÁ)))>>> 

· Sókratés  <<<(((kr e 469-399. -FÁ)))>>> viszont csak azt állítja, hogy a geometerek valamiféle „hypothesisből” szoktak kiindulni, amelynek érvényességét függőben hagyják; de egyáltalán nem derül ki Sókratés szavaiból, hogy vajon a geometerek kiindulásul választott „hypothesise” alapelv-e a matematikában, vagy csak valamilyen „ad hoc”, tetszőlegesen választott feltevés? — 
Ez más szóval azt jelenti, hogy az előbbi „Menón” részlet alapján nem dönthető el egyértelműen: csakugyan ismerte-e már Platón korában is a matematika azt a „hypothesis”-fogalmat, amelyről Proklos beszélt, vagy talán csak távolabbi analógiaként értendő-e a Sókratés által említett „hypothetikus eljárás”? — Szerencsére a következő Platón- idézet lehetővé teszi ennek a kérdésnek az eldöntését is. Az „Állam” c. dialógusban ugyanis egy alkalommal ezt olvassuk:

 „Azt hiszem, tudod, hogy azok, akik geometriával, számokkal és más ehhez hasonló tudománnyal foglalkoznak, alapul veszik (………..) a páratlant, a párost, az idomokat, a háromféle szöget és más ehhez hasonlót; ezeket teszik meg alapnak („hypothesiseknek” — ……………….), úgy gondolván, hogy ezeket már tudják; nem is adnak ezekről számot sem maguknak, sem másnak, minthogy ezeket úgyis mindenki tudja, hanem ezekből mint princípiumokból kiindulva az utánuk következő dolgok bizonyításához látnak.

Platón tehát ugyanúgy hangsúlyozza, mint Proklos, hogy a matematikusok be-nem-bizonyított (tovább-már-nem-vizsgált) feltevésekből indulnak ki. A példaképpen felsorolt „hypothesisek” pedig ezúttal egyáltalán nem „ad hoc”, tetszőlegesen választott feltevések, hanem alapvető matematikai állítások arról, hogy mi a páros és páratlan szám, mik az egyes geometriai idomok, mi a szög stb. Vagyis: a matematika „hypothetikus tudomány” jellege már Platón korában közismert volt. Annyit tehát máris megállapíthatunk, hogy a „hypothesis” szónak vizsgált jelentése („kiindulásul választott és be-nem-bizonyított feltevés”) a platónkorabeli matematikában megvolt már. - Bár ez a megállapítás önmagában nem több még, mint „terminus ante quem”, mégis azt hiszem, továbbsegíthet bennünket az eredet kutatásában is, ha azt a másik kérdést vizsgáljuk most: milyen körből származhatik egyáltalán a „hypothesis” szónak ez a használata?

Érdemes lesz mindenekelőtt alaposabban szemügyre vennünk az idézett „Menón”-részletnek egyik kifejezését. Sókratés azzal kezdte említett fejtegetését: „engedd meg, hogy a kérdést egy feltevés alapján vizsgáljam”.  <<<(((döbbenetes. Ahhoz hasonlatos, mint a hass-alkoss-gyarapíts s a haza fényre derül mint skolasztikus „evidencia”, ajánlás felelevenítése Kölcsey által. De talán ide tartozik Euklidesznek is az a fogalmazása, hogy „legyen két pont közt a legkisebb távolság az egyenes”. -FÁ)))>>> Könnyen azt hihetnők, hogy ez a kérés — „engedd meg” — csak udvariassági fordulat, amelynek nincs nagyobb jelentősége a „hypothesis”-probléma megértése szempontjából. Holott látni fogjuk majd e dolgozat egyik későbbi fejezetéből, hogy a görög matematika axiómatikája nem is érthető igazában anélkül, hogy alaposabban meg ne magyaráznánk ezt a látszólag csak udvariassági fordulatot. Egyelőre állapítsuk meg: Sókratés csak abban az esetben alkalmazhatja javasolt „hypothetikus eljárását”, ha ehhez partnere is hozzájárul. Az a „feltevés”, amelyből ki akar indulni, csak abban az esetben lehet alapja későbbi közös vizsgálódásaiknak, csak akkor lesz a szó igazi értelmében „hypothesis”, ha Sókratés javaslatát a másik fél is elfogadja. Ezért nem lényegtelen az, hogy Sókratés kéri a „hypothesis” elfogadását. Az pedig, hogy mennyire fontosnak tartották a másik fél hozzájárulását az ilyen természetű kéréshez vagy javaslathoz, kiderül abból is, hogy van a „hypothesis” szónak egy érdekes szinonimája: „homologéma” (…………….). „Homologéma” - szó szerint megegyezés — a neve annak az állításnak, amelyben a dialektikus vita során a szembenálló felek mint kiinduló tételben bizonyítás nélkül megegyeznek, mert az ilyen tételt mind a ketten igaznak tartják.

A dialektikus vita ugyanis abból áll,
 hogy az egyik résztvevő meg akarja győzni a másikat egy általa választott tételnek a helyességéről. Ezért olyan premisszákat keres, amelyeket partnere is elfogad, igazaknak tart. Az ilyen mind a két fél által bizonyítás nélkül elfogadott és előrebocsátott premisszának a neve: „hypothesis” vagy „homologéma”. Miután pedig a kiindulásul választott állításban, a „hypothesisben” vagy „homologémában”, megegyeztek, az egyik fél megmutatja, hogy a bebizonyítandó tétel — az, amelyiket a másik fél kezdetben nem akart elfogadni, nem tartott igaznak — logikus szükségszerűséggel következik az általa is elfogadott „hypothesis”- ből, „homologéma”-ból.

Megállapíthatjuk tehát, hogy a „hypothesis” szó — éppenúgy mint említett szinonimája a „homologéma” kifejezés is — nemcsak a matematikai szaknyelvnek volt terminus technicusa, hanem egyszersmind a dialektikának is, értvén ezúttal „dialektikán” a vitatkozásnak azt a művészetét, a …………..-t, amelyet többek között pl. Platón dialógusaiból olyan jól ismerünk. Amellett, úgy látszik, ez a terminus a dialektikában is ahhoz valami egészen hasonlót jelentett, mint amilyen értelemben a matematikusok használták: „hypothesis” volt a neve mind a dialektikában, mind pedig a matematikában annak a be-nem-bizonyított de mégis elfogadott feltevésnek, amelyből a vitatkozó partnerek kiindultak, illetőleg: amely feltevés alapja volt egy utána következő bizonyításnak. — Világos, hogy ezekután a legfontosabb kérdés, amelyet tisztáznunk kell, az lesz majd: vajon csakugyan a dialektikából került-e át ez a szakkifejezés a matematikába, vagy megfordítva? Mielőtt azonban ezt a kérdést tárgyalnánk, alaposabban meg kell vizsgálnunk még a dialektikában alkalmazott hypothesiseknek néhány jellegzetes vonását.

2. Matematika és dialektika
Mindenekelőtt a következőre kell felhívnom a figyelmet. Úgy látszik, mintha a dialektikus vita során azt a kezdőtételt, amelyből a bizonyítás kiindult, a beszélgetés egyik résztvevője — pontosabban: az, aki a dialógust vezette — többé-kevésbé tetszőlegesen választhatta volna meg. Hiszen ezzel a kezdőtétellel kapcsolatban igazán fontos csak két dolog volt: 1. hogy ezt a tételt a dialógus másik résztvevője is elfogadja, és 2. hogy ebből a kezdőtételből valamiképpen levezethető legyen a bizonyitandó állítás. — Minthogy viszont az olyan valaki, aki jártas volt a dialektika művészetében, sokszor valószínűleg több különböző kiindulótételből is le tudta vezetni bizonyítandó igazát, könnyen kialakulhatott az a felfogás, hogy a „hypothesis”, amely alapja valamely dialektikus levezetésnek, szinte tetszőlegesen választható állítás. <<<(((közelítő eljárásokban a nulla változat, a tetszőleges kiinduló pont -FÁ)))>>> 
— Csakugyan ilyen elgondolásra mutatnak azok a tanácsok, amelyeket Aristotelés ad a „Topikában” (Vili 1, 155 b 29 kk. és VIII 3, 159 a 3 kk.) arra vonatkozóan: hogyan válasszuk meg valamely dialektikus bizonyítás kiindulótételeit?
 Aristotelés tanácsa szerint ezeknek a kiindulásul választott tételeknek természetesen olyanoknak kell lenniük, hogy az ellenfél is elfogadja őket. De vigyázzunk mégis: ne legyenek ezek az állítások túlságosan „átlátszóak”, azaz: nehogy az ellenfél is azonnal észrevegye, hogy belőlük könnyen levezethető a kívánt bizonyítás; mert ebben az esetben az ellenfél nem fogadja majd el a kiindulótételt.  <<<(((ez vásári trükk -FÁ)))>>> Az ügyes vitatkozó arra törekszik tehát, hogy kezdetben leplezze az összefüggést a „hypothesis” és a bizonyítandó állítás között. Nem is maguktól adódó, természetes sorrendjükben bocsátja előre hypothesiseit, hanem úgy, hogy az ellenfél is gyanútlanul elfogadhassa őket, és csak utólag lepődjék meg azon: mi következik ezekből a látszólag semmitmondó kiindulótételekből. — Ha ezeket a tanácsokat olvassuk, csakugyan az lehet a benyomásunk, mintha az antik dialektika többé-kevésbé a szofisztika szellemében kezelte volna a bizonyítások „hypothesiseit”. Holott valójában Platón nagyon csínján bánt még a csakugyan tetszőlegesen választott hypothesisekkel is.

Egy alkalommal pl. az „Állam” c. dialógusban Sókratés a következő értelemben beszél az egyik csak provizórikusan elfogadott feltevésről:
 feltesszük, hogy csakugyan így áll a dolog (……………….), és ebben a feltevésben folytatjuk vizsgálódásunkat. De előre megegyezünk abban: ha időközben megváltoznék véleményünk kiindulásul választott állításunkat illetően: semmis lesz mindaz, amit előbbi (téves) feltevésünkből következtettünk (…………………..).
Úgy látszik tehát, a dialektikában alkalmazott „hypothesisek” mégsem lehettek „önkényesen választott állítások”.  <<<(((a sikertelen önkényt utólag önkényesen lehetett korrigálni -FÁ)))>>> Hiszen a „hypothesis” szorosan összefügg azzal, amit belőle következtetünk. Ebben az értelemben hangsúlyozza Platón a „Kratylos” c. dialógusban:
 az, aki a kutatás legelején valamilyen téves feltevésből indul ki (………………………..), kénytelen mindabban, ami ezután következik, kezdetben választott feltevéséhez igazodni, hogy összhangban maradhasson önmagával (…………………………….); igy van ez néha a geometriai ábráknál is, ahol a hiba kezdetben parányi és jelentéktelen ugyan, de később nagyon sok hozzá igazodó téves következménye lesz. Ezért kell minden ilyen esetben különös gonddal vizsgálnunk éppen a kutatás kiindulópontját: vajon helyes-e alapul választott feltevésünk vagy sem (…………………….), és csak ha ezt megvizsgáltuk már, akkor ellenőrizhetjük majd további következtetéseinket.  <<<(((egy másik idevágó kérdés a lényeglátás, a lényeg megragadásának kérdése már a hipotézisek, a kezdeti megállapítások fázisában. Ha jól értem ma már másként használjuk a hipotézis, feltevés szót, hiszen ma már ellenőrizendőt értünk alatta. Tehát feltevést és nem megállapodást. Vajon hol változott meg a jelentése? -FÁ)))>>> 
Az a figyelmeztetés, hogy minden gondolatmenetnek különösen a kiindulótételét, a „hypothesisét” vizsgáljuk meg alaposan, mert következményeiben súlyos tévedésre vezethet, ha bármilyen parányi hiba csúszik is a „hypothesisbe”, többször fölbukkan PLATÓNnál. Emlékeztethetünk pl. a „Phaidón” c. dialógusra. Ebben a beszélgetésben ugyanis Simmias egy alkalommal kijelenti: nem tudná ugyan megcáfolni SóKRATÉSnek éppen elhangzott bizonyítását, de mégis úgy érzi, maradt még benne némi kétely. Erre feleli Sókratés: „Helyes, Simmias, de nemcsak ebben van igazad! Alaposabban meg kell még vizsgálnotok a legelső, a kiinduló feltevéseket is (…………………..), vajon hiteltérdemlőknek találjátok-e őket (………………); s majd csak ha ezt megtettétek, akkor követhetitek a további gondolatmenetet.”

Ha görögül olvassuk Sókratés utóbbi szavait a „legelső, kiinduló feltevésekről” — amelyek hiteltérdemlőek, igazak kell hogy legyenek — önkéntelenül is eszünkbe jutnak a matematikai princípiumok. A görög nyelvű szakirodalom ugyanis éppen ezekkel a szavakkal jelölte a matematika princípiumait is: ……………. vagy …………. és — legalábbis az ARISTOTELÉS utáni időkben — ugyanezt a követelményt is állították fel a matematikai princípiumokkal szemben. Mint sokan hiszik: éppen Aristotelés lett volna az első, aki rámutatott arra, hogy minden tudománynak bizonyíthatatlan, de mégis igaz, hiteltérdemlő princípiumokból kell kiindulnia; sőt, ő, Aristotelés lett volna az is, aki először tette vizsgálat tárgyává a kérdést: milyeneknek kell lenniök a tudomány kiindulásul választott, bizonyíthatatlan princípiumainak.
 Éppen ezzel készítette volna elő Aristotelés a rendszeres matematikai tudomány axiomatikus megalapozását.

Mégis, ha Sókratés legutóbb idézett szavaira gondolunk, lehetetlen, hogy föl ne ébredjen bennünk a gyanú: vajon az a Platón, aki így beszéltette SÓKRATÉSt a dialektikus bizonyítás kiinduló tételeiről, ne ismerte volna egyszersmind a matematikai princípiumok problémáját is? Hiszen már az eddigiekből is láthattuk, milyen gyakran hivatkozik Platón éppen a „hypothesis” kérdésével kapcsolatban a matematika példájára. A „Menón” c. dialógusban Sókratés „hypothetikus eljárásával” a geometerek módszerét utánozza, a „Kratylos”-ban a geometriai ábrák kezdetben parányi hibáira emlékeztet, amelyek később súlyos tévedésekre vezetnek; ugyanígy történik ez a dialektikus bizonyításban is, ha téves a „hypothesis”. — Helytelen volna, ha azt hinnők, hogy PLATÓNnak ezek a hivatkozásai a matematikára csak ötletszerű gondolatasszociációk. A valóság ti. az, hogy Platón számára a matematika a nagy mintakép. Az a későantik hagyomány, amely szerint Platón állítólag kiíratta az Akadémia bejárata fölé: „Senki ne lépjen be ide, amíg nem ismeri a geometriát!” — lényegében mindenesetre igaz. Igazolható ez a felfogás magának PLATÓNnak a müveiből is. A dialógusok figyelmes olvasója lépten-nyomon meggyőződhetik róla, hogy Platón mindig arra törekedett: a dialektikus bizonyítás legyen éppen olyan meggyőző, mint a matematikai bizonyítás. A „Theaitétos” c. dialógusban el is mondja Sókratés: hányszor megesik a köznapi gyakorlatban, hogy valamely kérdés vizsgálata során beérjük a pusztán csak hozzávetőleges, elképzelhető, de egyáltalán nem szükségszerűen meggyőző „bizonyítással”. A matematikában, persze, ilyesmi nem lehetséges, mert a matematikusnak minden bizonyítása feltétlenül meggyőző kell hogy legyen.
 S Platón szerint ez — mint majd látni fogjuk — éppen azzal függ össze, hogy hogyan kezeli a matematika a „hypothesiseket”. Ezért van az is, hogy a platóni dialektika gyakran szinte „matematikai jellegű” hypothesisekből indul ki. A „Theaitétos” c. dialógusban pl. két érdekes „homologéma” így hangzik:

1. „egy dolog sem nagyobbá, sem kisebbé nem lesz, sem tömegében, sem szám szerint, amíg egyenlő önmagával”

2. „amihez semmi nem járul hozzá, és amiből semmi el nem vétetik, az nem növekedhet, és nem csökkenhet, hanem önmagával egyenlő marad.”

Nem véletlen, hogy akadt már kutató, aki szóvá tette: mennyire emlékeztetnek ezek a „homologémák” az euklidészi axiómákra,
 Csakugyan látni fogjuk majd később: nagymértékben elősegítheti az euklidészi axiómák történeti problémájának a megértését, ha összehasonlítjuk őket az idézett platóni „homologémákkal”.

Egyelőre azonban fontosabb számunkra a következő megállapítás: mind a „hypothesis”, mind pedig a „homologéma” szavak használata azt mutatja, hogy ezek a kifejezések egyformán terminus technicusai voltak a matematikának is, meg a dialektikának is. De ugyanez érvényes nemcsak erre a két szóra, hanem mindazokra a sztereotip kifejezésekre is, amelyek a görög nyelvhasználatban szinte elválaszthatatlanok az előbbi két szótól. Gondolok itt a következőre. — Mint már az eddigiekből is láttuk: „hypothesis” a neve a dialektikában annak a feltevésnek, amelyre valamilyen gondolati konstrukciót építenek, illetőleg görög-szóhasználat szerint inkább úgy mondhatnánk: amely feltevéshez „következtetéseket” fűznek. Az ilyen „következtetéseket” görögül több szinoním kifejezéssel írhatják körül, pl. ………..
 „azok; amik utána, ti. a hypothesis után jönnek”, …………, 
 „a sorjában következő dolgok”, …………….,
 „a vele, a hypothesisszel együtt járó dolgok”; vagy mondhatják azt is az ilyen „következtetésről”: „azok, amik összhangban vannak a hypothesisszel” (……………..)
. Ha mármost megfigyeljük Platón szóhasználatát, azt látjuk, hogy a felsorolt kifejezések nála egyformán terminus technicusai mind a matematikának, mind pedig a dialektikának. 
 Pusztán a szóhasználatot vizsgálva, az lehet a benyomásunk, mintha Platón korában ez a kettő, a matematika és a dialektika, még nem is váltak volna el egészen egymástól, mintha ebben az időben a matematika még nem is lett volna egyéb, mint egyik speciális ága a dialektikának. <<<(((ez az a háttér, ahol a modern matematika és természettudomány a nagy varázslatait végrehajtja?! -FÁ)))>>> 
3. A „hypothesisek” alkalmazásának módszere
Még szembeszökőbb lesz a dialektika és matematika módszerének a rokonsága, sőt valójában: azonossága, ha közelebbről vizsgáljuk a „hypothesisek” alkalmazását a platóni bizonyításban. — Sókratés egy alkalommal a következőképpen jellemzi gondolkozásmódját:
 mindig olyan állításból indulok ki, azt az állítást teszem meg hypothesisnek, amelyet különösen erősnek tartok (…………………); s amiről aztán azt látom, hogy összhangban van ezzel az állítással, azt igaznak tartom (…………………); amiről viszont azt tapasztalom, hogy nincs összhangban az előbbi erős állítással, azt hamisnak minősítem (………………..). — Látjuk ebből az idézetből, hogy a platóni dialektika a „hypothesis”-ből való helyes következtetést legszívesebben a ………….. („összhangban lenni”) szóval írja körül. Azok az állítások, amelyek a kiindulásul választott erős állításhoz, a hypothesishez kapcsolódnak, összhangban kell hogy legyenek ezzel, mert ha nincsenek összhangban vele, akkor ezek az utóbbiak — Sókratés gondolkozása szerint — nem is lehetnek igazak, nem illeszkednek harmonikusan a hypothesishez. — Figyelemre méltó ez a ………….. terminus márcsak azért is, mert jól ismerjük Platón szóhasználatából ugyanennek a szónak a negatívumát is. Azt az állítást, amely „nincs összhangban” egy másikkal, Platón a …………igével jellemzi;
 ez az utóbbi pedig nem egyéb mint körülírása annak, amit mi manapság „logikai ellentmondásnak” nevezünk. (Az az állítás, amely nincs összhangban egy másikkal, ellentmond amannak.) A …………… ige tehát az ellentmondásosságnak, pozitív párja, a ………….. pedig az ellentmondás-mentességnek a megjelölésére szolgál.

Lássuk ezekután konkrét példán: hogyan használta a platóni dialektika a „hypothesiseket” és hogyan ellenőrizte a hozzájuk kapcsolódó állítások összhangját?
Igazában egyáltalán nem döntő az a kérdés: melyik dialógusból választjuk az illusztráló példát a „hypothesis” alkalmazásának a bemutatására, mert Platón bármelyik dialógusában találunk ilyet, akár többet is. Praktikus szempontok mégis amellett szólnak, hogy illusztráló példánkat a „Theaitétos”-ból vegyük. Ebben a dialógusban ugyanis Platón maga is hangsúlyozza, hogy bemutatandó bizonyítása „matematikai jellegű”. (Sókratés éppen arról beszélt, hogy nem szabad megelégednünk a csak hozzávetőleges okoskodással, a bizonyításban a matematikusok szigorúságára kell törekednünk — „Theaitétos” 162 E —, s mindjárt ez után a figyelmeztetés után kerül sor annak a bizonyításnak a bemutatására, amelyet az alábbiakban részletesebben tárgyalunk.) A másik gyakorlati szempont, amely ugyancsak a bemutatandó példa mellett szól, abban áll, hogy ez a konkrét eset jól illusztrálja nemcsak a hypothesishez fűződő állításoknak — a következtetéseknek —, hanem egyszersmind magának a hypothesisnek az ellenőrzését is. A kérdéses bizonyítás gondolatmenete nagyjából a következő:

A probléma, amelyet a dialógus résztvevői el akarnak dönteni, így hangzik: azonos-e a tudás és az érzéki észrevevés (………………). Hogy erre a kérdésre végleges választ adhassanak, felteszik előbb, hogy „tudás és érzéki észrevevés azonosak”. Ez az állítás lesz tehát az utána következő vizsgálódásnak a „hypothesise”. Kérdés: mi következik ebből a hypothesisből”? — Ha tudás és érzéki észrevevés azonosak, akkor azonos a tudás a látással is, mert a látás = egyfajta érzéki észrevevés. Ez viszont más szóval azt jelenti: az az ember, aki lát valamit, tudja is azt, amit lát, aki pedig nem lát valamit, nem is tudja azt, amit nem lát. — Dehát vajon mit mondjunk arról az emberről, aki lát ugyan valamit (és az előbbiek szerint ezért nyilván tudja is azt, amit lát), de aztán egyszerre csak behunyja a szemét? Az ilyen nyilván — miután becsukta a szemét — nem lát már, s ezért az előbbi gondolatmenet értelmében most már nem is tudhatja azt, amit nem. lát. Tagadhatatlan azonban, hogy az illető szemének bezárása után is tudni fogja azt, amit azelőtt látott is. Az előbbi gondolatmenet értelmében tehát azt kellene mondanunk az ilyen becsukott szemű, emberről, hogy „nem tudja azt a bizonyos dolgot”, másik gondolatmenetünk szerint viszont: „tudja ugyanazt a dolgot”. — Az a feltevésünk tehát, hogy „a tudás azonos az érzéki észrevevéssel” nyilvánvaló ellentmondásra vezetett: „tudja azt a dolgot” és ugyanakkor „nem tudja ugyanazt a dolgot”. Mint Sókratés mondja: úgy látszik tehát, valami lehetetlen következik abból a feltevésből — valami lehetetlen jár együtt annak az embernek a hypothesisével, aki azt állítja, hogy tudás és érzéki észrevevés azonosak (164 B: ………………….).
Figyelemre méltó ennek a platóni bizonyításnak legutóbbi, görögül is idézett mondata márcsak a terminológiája miatt is. Görögül ugyanis azt a „lehetetlenséget”, amely az előbbi gondolatmenet értelmében következménye a kiindulásul választott hypothesisnek, ……………-nak mondják. Nagyon jól ismeri ezt a szót mindenki, aki Euklidés szövegét görögül olvassa. Mert éppen ezzel a sztereotip kifejezéssel zárul EuKLiDÉsnél minden indirekt bizonyítás: ……………, „ami pedig nem lehetséges”.
 Az imént összefoglalt platóni bizonyítás nem is egyéb, mint szabályszerű indirekt bizonyítás- Sókratés tulajdonképpen azt a tételt akarja bebizonyítani: „tudás és érzéki észrevevés nem azonosak”. Az a matematikai jellegű, feltétlenül meggyőző erejű bizonyítás
 pedig, amellyel ezt a tételt igazolja, abból áll, hogy kimutatja: a bizonyítandó tétel ellenkezője — „tudás és érzéki észrevevés azonosak” — nem lehet igaz, mert ez az utóbbi tétel ellentmondásra vezet; mint görögül mondják: ez az utóbbi tétel „nincs összhangban” önmagával (…………….) s ezért nem is lehetséges (…………). Ebből pedig a bizonyítás gondolatmenete értelmében az következik, hogy csak a bizonyítandó tétel, az éppen megcáfoltnak az ellentéte lehet összhangban önmagával (…………), csak ez lehet igaz. — Az indirekt bizonyításnak ugyanezzel a gondolatmenetével igazolta a régi pythagoreus matematika a négyzet átlójának és oldalának inkommenzurábilitását. Amiképpen Sókratés bemutatott bizonyításában a kiindulásul választott „hypothesis” — próbaképpen — éppen az ellenkezőjét mondta ki annak, mint amit Sókratés valójában bizonyítani akart („tudás és érzéki észrevevés azonosak” — így hangzott a próbaképpen felállított hypothesis), ugyanúgy jártak el a pythagoreusok is az inkommenzurábilitás bizonyításakor; felállították ugyanis a bizonyítandó tétellel ellenkező hypothesist: „a négyzet oldala és átlója kommenzurábilis mennyiségek”. S amiképpen aztán Sókratés megmutatta, hogy a felállított „hypothesis” nem lehet igaz, mert ellentmondásra vezet — ha ugyanis tudás és érzéki észrevevés „azonosak” volnának, akkor azt kellene mondanunk arról a bizonyos becsukott szemű emberről, hogy tudja azt a dolgot és ugyanakkor nem is tudja ugyanazt —, ugyanúgy mutatták meg a pythagoreusok is, hogy kiindulásul választott hypothesisük ellentmondásra vezet; mert ha a négyzet átlója és oldala csakugyan kommenzurábilis mennyiségek volnának, akkor ez azt is jelentené, hogy ugyanaz a szám egyszerre páros is meg páratlan is volna.

Mielőtt részletesebben továbbvizsgálnám az imént bemutatott platóni bizonyítást, érdemes lesz közbevetőleg kitérnem egy olyan ellenvetésre, amely könnyen felmerülhet az eddig elmondottak alapján. Mint láttuk, Platón a dialektika és matematika közös terminusát, a „hypothesis” szót tulajdonképpen két különböző értelemben használja. 

· (Egyelőre eltekintünk attól a harmadik lehetőségtől, hogy „hypothesis” PLATÓNnál a matematikai definíció neve is lehet!) 

· Egyrészt ugyanis „hypothesiseknek” nevezi Platón a tudománynak azokat az alapelveit, amelyeket a matematikusok maguktól értetődőknek tartanak, és nem vizsgálnak tovább;
 

· ugyanígy a dialektikus vitának azokat a kezdő tételeit is, amelyekből Sókratés mint „különösen erős állításokból” szokott kiindulni.
 

· Másrészt viszont „hypothesis” a neve PLATÓNnál az olyan feltételes érvényű állításnak is, amelynek érvényességét vagy érvénytelenségét éppen a dialektikus vizsgálat kell hogy eldöntse. 

Világos, hogy a szónak ebben az utóbbi értelmében beszél „hypothesis”-ről (= feltételes érvényű állításról) az a most bemutatott bizonyítás, amelyet a négyzet átlójának és oldalának inkommenzurábilitásáról szóló pythagoreus bizonyítással hasonlítottunk össze. Kérdés azonban: nem kell-e éppen ezért határozottabban megkülönböztetnünk egymástól a kétféle „hypothesist”: 

1. hypothesis = „alapelv” és 

2. hypothesis = „feltételes érvényű állítás”? — 

Úgy gondolom, bármennyire fontos lehet is más összefüggésben ez a megkülönböztetés, számunkra ezúttal mégsem lényeges. Nyilvánvaló ugyanis, hogy a „hypothesis” mint „alapelv” éppen abban különbözik a másikfajta „hypothesis”-től, hogy nem vezet ellentmondásra — ezért az ilyen valódi „hypothesis” —, míg a másiknak a következményei között felfedezzük az ellentmondást, s ezért az ilyen „hypothesist” mint téves állítást el kell vetnünk. Az egy oszthatatlanságáról szóló tétel pl. azért lett, mint igaznak bizonyuló „hypothesis”, alapelve az egész antik aritmetikának, mert ennek a tételnek az ellenkezője éppenúgy ellentmondásra vezetett,
 mint az a másik téves „hypothesis” is, amely azt állította, hogy „a négyzet átlója és oldala kommenzurábilis mennyiségek”.

Tanulságos az imént bemutatott platóni bizonyítás különösen azért, mert világosan szemlélteti, miben áll a „hypothesis” alkalmazásának módszere. Már az eddigiekből is kiderülhetett, hogy minden esetben, amikor felállítanak valamely „hypothesist”, meg akarják vizsgálni egyszersmind a „hypothesis” következményeit is, hiszen éppen azért folyamodtak a „hypothesis-felállítás” módszeréhez. A „hypothesis” mindig a következményei miatt fontos. Világos az is, hogy a „hypothesis” következményeit két különböző szempontból vizsgálhatják. Mert 
· vagy valódi „hypothesis”-szel van dolgunk — mint Sókratés mondja: olyan „erős állítással”, amelyet senki sem von kétségbe —, s ebben az esetben azért vizsgáljuk a „hypothesis” következményeit, mert arra vagyunk kíváncsiak, hogy mit vezethetünk le a hypothesisből; 
· vagy előfordulhat az a másik lehetőség, hogy a „hypothesis” csak feltételes érvényű állítás; ebben az utóbbi esetben viszont azért vizsgáljuk a „hypothesis” következményeit, mert arról szeretnénk meggyőződni: nem vezet-e „hypothesisünk” ellentmondásra; az ellentmondás ugyanis megbízható cáfolata lehetne kiindulásul választott feltevésünknek. 
Világos tehát, hogy a hypothesis alkalmazásának mind a két esetében a következményeket ellenőrizzük.

Kérdés mármost: hogyan állítja össze a platóni dialektika valamely „hypothesis” következményeit? Mi a döntő kritériuma annak, hogy azok a következtetések, amelyeket hozzáfűzünk valamely „hypothesis”-hez, csakugyan összekapcsolhatók egymással?

3. A „HYPOTHESIS” és az indirekt BIZONYÍTÁS
Ha áttekintjük Platón műveiben azokat az eseteket, amelyekben valamely „hypothesis”-nek a következményeit vizsgálják, arra a megállapításra jutunk, hogy a vizsgálat tulajdonképpen mindig ugyanannak az egyetlenegy kritériumnak az érvényesítéséből áll. Azt vizsgálják ugyanis minden ilyen esetben, vajon a „hypothesis” következményei (……………. 
) összhangban vannak-e egymással (…………..).  <<<(((és ehhez a körhöz csatlakozott újabb korban a tények vizsgálata, hogy a tényekkel is összhangban van-e a hipotézis?! -FÁ)))>>> 
Arra viszont, hogy milyen természetű állítások vannak összhangban egymással, a platóni dialektika tulajdonképpen nem ismer pozitív kritériumot; vagyis: Platón dialógusaiban sohasem okolják meg közvetlenül: miért van két vagy több állítás összhangban egymással (………….); Platón erre csak közvetett megokolást ad, azaz dialógusainak szereplői mindig csak azt mutatják ki, ha két állítás nincs összhangban egymással (…………..). — Könnyen beláthatjuk azt is: miért van ez így? Mint már az eddigiekből is kitűnhetett, az az „összhang”, amelyet a platóni dialógusok szereplői keresnek, voltaképpen a gondolatmenet egyes állításainak ellentmondásmentessége. Érthető viszont, hogy ezt a negatívumot - valamely állítás ellentmondásmentességét — a logika módszereinek azon a fejlődési fokán; amelyet a platóni dialektika képvisel, úgy látszik, legtöbbször nem is tudták volna másképp igazolni, mint indirekt úton, vagyis oly módon, hogy az ellentmondást a bizonyítandó tétellel ellenkező állításban mutatták ki.  <<<(((tehát a hibát már próbálták kimutatni, de a konstrukció felállítása nehezebb volt, az axiomatikus építkezés először Euklidesz munkájában jutott tartós sikerre. -FÁ)))>>> Az ellentmondásmentességnek ez az indirekt igazolása a platóni dialektika legjellemzőbb vonása.

Látjuk tehát, hogy a dialektikus vita során a „hypothesisek” alkalmazásának a módszere elválaszthatatlan az indirekt bizonyítás módszerétől. Sőt, úgy látszik, ez a kettő — hypothesis-alkalmazás és indirekt bizonyítás — voltaképpen nem is egyéb, mint ugyanannak a dialektikus módszernek két különböző szempontból való megnevezése. A platóni és a platónelőtti dialektikából nem ismerünk egyetlenegy példát sem arra, hogy valamely „hypothesist” másként igazoltak vagy cáfoltak volna, mint indirekt bizonyítással.

Az a megállapításunk, hogy a „hypothesisek” alkalmazásának módszere lényegében azonos az indirekt bizonyítási móddal, jól összevág azzal is, hogy Platón a „Theaitétos” c. dialógusban az előbb tárgyalt hypothesis-alkalmazást mint „matematikai jellegű” bizonyítási eljárást mutatta be. Csakugyan minden jel arra mutat, hogy a platónkorabeli, sőt már ezt megelőzően a régebbi, az V. századi görög matematika is feltűnően gyakran alkalmazta az indirekt bizonyítási módot. Igaz ugyan, hogy erre teljes bizonyossággal csak egyetlenegy példát tudunk, azaz: csak egy olyan tételt ismerünk, amelyet már a IV. században is úgy tartottak számon, mint a matematikai indirekt bizonyítás közismert, régi példáját; ez pedig nem egyéb, mint a már többször említett pythagoreus bizonyítás: a négyzet átlója és oldala inkommenzurábilis mennyiségek. További példáink — amelyek még igazolhatnák, hogy az indirekt bizonyítást már az V. századi görög matematikusok is gyakran használták — mind olyan természetűek, hogy datálásukat tulajdonképpen csak a modern történeti rekonstrukciónak köszönhetjük. De mégsem lehet véletlen az, hogy az 0. Becker által rekonstruált régi pythagoreus elméletnek, a párosról és páratlanról szóló tanításnak
 17 tétele közül hatot, ill. nyolcat indirekt bizonyítással igazoltak. Hasonlóképpen az euklidészi „Elemek” VII. könyvének első 36 tétele közül — amelyeknek V. századi eredetét B. L. v. d. Waerden mutatta ki
 — tizenötnek a bizonyítása indirekt. Legutóbb egyik dolgozatomban utaltam már arra is, hogy a pythagoreus aritmetika centrális és legalapvetőbb tételét, az egy oszthatatlanságát, ugyancsak indirekt úton bizonyították.
 Egyáltalán semmi okunk sincs tehát arra, hogy kétségbevonjuk: az V. századi görög matematikában rendkívül fontos szerepe volt az indirekt bizonyítási eljárásnak.

Anélkül, hogy ebben az összefüggésben részletesebben vizsgálni akarnám az indirekt bizonyítási mód elvi jelentőségét mind a mai napig a matematika egésze szempontjából, fel kell hívnom a figyelmet ezúttal egy érdekes történeti problémára ezzel a bizonyítási eljárással kapcsolatban.

Láttuk egyrészt, hogy Platón az indirekt bizonyítást — azaz más szóval: a „hypothesis” alkalmazásának módszerét — „matematikai jellegű” bizonyításnak tartotta. Másrészt világossá lehetett előttünk az is, hogy ez a platóni megjelölés aligha önkényes; minden jel arra mutat, hogy ez a bizonyítási forma csakugyan már Platón előtt is jellemző volt a matematikára. — Erre a két tényre épült a közelmúltban egy olyan történeti konstrukció, amely az első pillantásra kétségtelenül nagyon plauzibilisnek látszik.

K. Reidemeister ugyanis felállította azt a tételt, hogy az indirekt bizonyítási módszer, s ezzel tulajdonképpen maga a platóni dialektika is a matematikából származik
. Bizonyos, hogy ezt a feltevést az első pillantásra támogatni látszik az is, amit ebben a dolgozatban eddig a dialektika és matematika módszerének valamint terminusainak azonosságáról elmondtunk. Mégis kérdés: vajon nem kell-e éppen az ellenkezőjére fordítanunk K. Reidemeister feltevését? Vajon szabad-e azt a kétségbevonhatatlan tényt, hogy Platón csakugyan szívesen hivatkozott a matematika példájára, úgy magyaráznunk, mintha a platóni dialektika nem is volna egyéb, mint a matematika módszerének alkalmazása egy másik, a matematikától távolabb eső területen? Nem úgy kell-e inkább rekonstruálnunk a történeti összefüggést, hogy bár az indirekt bizonyítás módszerét kezdetben a görög dialektikusok fejlesztették ki — erre mutat a használt terminusok története is —, mégis később (Platón korában) ez a módszer már annyira a matematika jellemző jegyének számított, hogy Platón hivatkozhatott — a dialektika régebbi úttörői helyett mint közelebbi példára, az egykorú matematikára is?

Hogy erre a kérdésre választ adhassunk, meg kell vizsgálnunk a következőkben az indirekt bizonyításnak — más szóval: a „hypothesis-alkalmazás” módszerének — legrégibb példáit, és tisztáznunk kell ennek a gondolkozási formának az eredetét.

5. Zénón
Platón „Parmenidés” c. dialógusában az eleai Zénón elmondja: mi volt a lényege akkoriban híres müvének?
 E szerint a magyarázat szerint Zénón munkája Parmenidés tanítását akarta igazolni, ill. támogatni (……………..). PARMENiDÉsnek ugyanis szemére vetették ellenfelei, hogy az „egy”-ről szóló tétele nevetséges, mert ellentmondásra vezet (…………….). Ezekkel a kísérletekkel fordult szembe Zénón, amikor kimutatta, hogy Parmenidés ellenfeleinek a „hypothesis”-e (………) még nevetségesebb következtetésekre ad alkalmat — feltéve, hogy helyesen folytatjuk a vizsgálatot (………………………).
Egyértelműen kiderül mind az idézett görög szavakból, mind pedig abból a párhuzamos hagyományból, amelyet számunkra Simplicius őrzött meg,
 hogy Zénón eszerint a felfogás szerint tulajdonképpen két „hypothesist” állított szembe egymással (1. ………………….. és 2. …………………..). Majd pedig azt vizsgálta, hogy e két „hypothesis” közül melyik vezet ellentmondásra (………….), mert ebben látta annak a bizonyítékát, hogy csak a másik, a vele ellentétes „hypothesis” lehet igaz. — Zénón módszere tehát ugyanaz a „hypothesis-alkalmazás” (= indirekt bizonyítás) volt, mint ami a platóni dialektikáé. Nem véletlen, hogy Aristotelés éppen Zénónt tartotta a legrégibb dialektikusnak.

Bizonyos, hogy PLATÓNnak ez a jellemzése nemcsak a dialógus szereplőjének, hanem az igazi, a történeti ZÉNÓNnak a módszerére is érvényes. Az eleai Zénón művének fennmaradt töredékei, valamint a rávonatkozó antik híradások egybehangzóan tanúsítják, hogy valóban ebből — a hypothesis-alkalmazásból, ill. indirekt bizonyításból — állott Zénón egész dialektikája.

A kérdés számunkra mármost az: vajon honnan származik ZÉNÓNnak ez a módszere? — Ugyanúgy, ahogy K. Reidemeister legutóbb a platóni dialektikát a matematikából származtatta, megpróbálták már levezetni Zénón módszerét is az egykorú matematikusok gyakorlatából.
 Mégis azt hiszem, ez a kísérlet aligha meggyőző. Mert
1. a ZéNÓNnal egykorú görög matematikát csak nagy vonalakban, a modern történeti kutatás rekonstrukciójából ismerjük. Ha tehát Zénón ismert fragmentumainak módszerét mégis az ennél jóval kevésbé ismert matematikából származtatjuk, akkor tulajdonképpen az ismertet magyarázzuk az ismeretlenből;
2. egyáltalán semmi sem kényszerít bennünket arra, hogy feltegyük: Zénón az indirekt bizonyítás módszerét vele egykorú, közelebbről nem ismert matematikusoktól tanulta. Hiszen Zénón a hagyomány szerint Parmenidés tanítványa volt; s miért ne vehette volna a tanítvány a módszert is mesterétől, PARMENiDÉStől? Mint ismeretes, Parmenidés éppen azzal bizonyította tételeit, hogy megcáfolta e tételek ellenkezőjét,
 kimutatván bennük az ellentmondást. Vagyis: az indirekt bizonyítás módszerét már Parmenidés is használta.

Túlságosan messzire vezetne, ha ki akarnám mutatni ebben az összefüggésben azt is: mi adott egyáltalán alkalmat arra, hogy kifejlesszék az eleai filozófián belül az indirekt bizonyítások módszerét?
 Minden további részletezés helyett beérhetjük ezúttal a következő ténymegállapítással: az indirekt bizonyítás legrégibb ismert alkalmazását — legalábbis a görögök között — Parmenidés tanítókölteményében találjuk. Ugyanennek a bizonyítási formának legrégibb matematikai alkalmazásai — mai tudásunk szerint — mind későbbiek, a Parmenidés utáni időkből származnak. Ez más szóval azt jelenti: semmi akadálya sincs annak a feltevésnek, hogy a legrégibb görög matematikusok az indirekt bizonyítás módszerét az eleai filozófusoktól tanulták. Megfordítva viszont: az a másik feltevés, hogy az eleai filozófusok tanulták volna e módszert a matematikusoktól, semmivel sem valószínűsíthető.

6. A kettős „hypothesis-alkalmazás”
A matematikai „hypothesisek” problémájának történeti vizsgálata az eleai filozófiához vezetett bennünket. Mielőtt kísérletet tennék mármost arra, hogy e felismerés alapján megvilágítsam az euklidészi axiómarendszer kialakulását, ki kell még térnem a „hypothesisek”-kel kapcsolatban a platóni dialektikának két olyan vonására, amelyeknek ismerete megkönnyítheti számunkra a korai görög matematika jobb megértését.

Közismert, hogy a platóni dialógusok SóKRATÉSe mennyire bizalmatlan minden olyan megismeréssel szemben, amelyet érzékszerveink közvetítenek.  <<<(((mert a bizonyíthatóságot, az összhangot kereste -FÁ)))>>> A „Phaidón” c. dialógusban erről ezt mondja Sókratés

„A lélek, ha a test segítségével vizsgálódik, látással, hallással vagy az érzékszervek útján — mert érzékelni valamit, ebből áll a test segítségével vizsgálódni —, ha tehát így a test segítségével vizsgálódik a lélek, akkor a test olyan jelenségek felé vonzza a lelket, amelyek sohasem mutatkoznak önmagukkal azonosaknak  <<<(((? -FÁ)))>>> (……………………); az ilyen dolgokkal foglalkozva aztán eltéved, megzavarodik és úgy tántorog a lélek, mintha részeg volna. Ha viszont önmagában, egyedül vizsgálódik a lélek, akkor eljut a tisztához, az örökkévalóhoz, a halhatatlanhoz, amely önmagával mindig azonos (……………….), és ott is marad a közelében, mert rokontermészetű ezzel, és akkor nem is tévelyeg tovább, hanem ő is azonos marad önmagával, minthogy ilyen dolgokkal foglalkozik. A léleknek ezt az állapotát pedig, ugye, gondolkozásnak hívjuk.”
Látjuk tehát, az idézet szembeállítja egymással az érzékszervek bevonásával és a tisztán csak gondolkozással nyert megismerést. Nem kétséges, hogy mind ez a megkülönböztetés, mind pedig az, hogy Platón előnyben részesíti a tisztán gondolkozás útján nyert megismerést, az eleai filozófia öröksége. Már Parmenidés tanítókölteményében azt olvassuk: „Ne hagyd, hogy a sokat tapasztalt megszokás erre az útra kényszerítsen! Ne bízd magad céltalan látásodra, zúgó füledre és nyelvedre! Ne ezekkel, hanem értelmeddel döntsd el a sokat vitatott kérdést, amelyet eléd tárok.”

Fontos, hogy tisztán lássuk: a hypothesis alkalmazásának módszere — más szóval: az indirekt bizonyítás — szervesen összefügg az érzéki észrevevés elutasításával. Zénón csak úgy tarthatta érvényesnek indirekt bizonyítással igazolt paradoxonait, hogy azt állította: az érzéki tapasztalás — amely e paradoxonokat lépten-nyomon cáfolta — félrevezető látszat. Többé-kevésbé ugyanígy volt ez a platóni filozófiában is. — A hypothesis-alkalmazás módszere és az érzéki tapasztalás elutasítása pedig azért függenek össze egymással, mert a hypothesis-alkalmazás, vagyis az indirekt bizonyítás tulajdonképpen mindig valamely ellentmondás kimutatásából áll. (Kimutatjuk az ellentmondást valamely állításban, és ezzel már be is bizonyítottuk, hogy nem a tárgyalt állítás, hanem ennek az ellenkezője igaz.) <<<(((A marxista és előtte a hegeli tézis-antitézis-szintézis továbbá az ellentmondások szüntelen hajszolása tehát valahol Parmenidesz félreértéséből származhat, az őt követő filozófiai fejlődés előtti értetlenségből. -FÁ)))>>>  Az érzékszervek közvetítésével megismert valóság viszont, minthogy állandóan változik, tele van ellentmondással. Az a tárgy, amelyet melegnek érzünk, más szempontból, vagy más körülmények között vizsgálva, egyszersmind hideg is. Érzéki tapasztalásaink tehát arra kényszerítenének bennünket, hogy azt, ami meleg, ugyanakkor hidegnek (= „nem-meleg”-nek) is mondjuk, holott gondolkozásunk szerint az a valami, amiről azt állítjuk, hogy A, pl. „páros szám”, nem lehet egyszersmind ennek az ellenkezője, Non-a, „nem páros szám” is. Látjuk tehát, hogy az ellentmondásmentesség kritériuma, amelyből az indirekt bizonyítás (a hypothesis-alkalmazás) kiindul, igazában csak akkor érvényesíthető következetesen, ha érzékszerveinktől lehetőleg függetleníteni tudjuk magunkat, ha — Sókratés szavai szerint — „a lélek önmagában folytatja vizsgálódásait”.
  <<<(((mert olyan logikai sémákat vizsgál, olyan logikai sémákat használ, a kétrétékű logikát, amelynek nehezen tudja a tapasztalható valóságot megfeleltetni. Ez lesz a későbbi induktív axiomatika lényege, sajátos feladata, hogy hidat építsen a következetes, mondhatnánk steril logikai sémák és a valóság tapasztalt jelenségei közé, mondhatni a megfelelő elnagyolásokkal, valószínűségekkel, függvénykapcsolatokkal, deriválásokkal stb fogalmi segédeszközökkel élve. -FÁ)))>>> Mert mint Platón mondja, csak az olyan gondolati elemek, mint az „egyenlő” (………..), a „szép” (…………..) stb.
 maradnak mindig változatlanok. — A későbbiekben látni fogjuk majd, hogy a hypothesis-alkalmazásnak ez a szerves összefüggése az érzéki tapasztalás elutasításával milyen lényeges vonás a görög matematika axiómatikájának a megértése szempontjából is. (Egyelőre csak emlékeztetek arra: más összefüggésben kiemeltem már, hogy a korai görög matematikában az indirekt bizonyítás első alkalmazásaival egyidőben antiempirikus és szemléletellenes tendencia jelentkezett.
)

Kétségtelen, hogy a platóni filozófiában mind az indirekt bizonyítás (a hypothesis-alkalmazás), mind pedig az érzéki tapasztalás elutasítása az elea-ták öröksége volt. Jellemző pl. hogy a „Parmenidés” c. platóni dialógusban maga Parmenidés a következő szavakkal dicséri meg SÓKRATÉSt:

„Nagyon meg voltam elégedve, Sókratés, amikor megértettem szavaidból, hogy nem engedted eltévedni a kutatást a látható dolgok körében, hanem azokra a dolgokra irányítottad figyelmedet, amelyek csak az értelemmel foghatók fel.”

Ezek a szavak jól összhangban vannak egyrészt mind a történeti Parmenidés, mind pedig a platóni filozófia közismert módszerével, s ily módon egyszersmind azt is dokumentálják, hogy a platóni filozófia szerves folytatása az eleai filozófiának. Másrészt viszont tanulságos e legutóbbi idézet a hypothesis-alkalmazás módszerét illetően is. Parmenidés ugyanis a következőkben azt tanácsolja, hogy minden konkrét esetben nemcsak egy bizonyos megadott hypothesist és következményeit kell megvizsgálnunk, hanem ugyanezt a műveletet el kell végeznünk az ellenkező értelmű hypothesisszel is. Hivatkozik egyszersmind a platóni Parmenidés Zénón példájára is, aki mindig következetesen ragaszkodott e „kettős hypothesis-alkalmazás” módszeréhez. 
 
Anélkül, hogy ebben az összefüggésben felvetnénk a kérdést: mi az értelme a kettős hypothesis-alkalmazás módszerének a platóni „Parmenidés” dialógus szempontjából, azt hiszem, vázolhatjuk e módszer általános jelentőségét pusztán csak a dialektika és matematika szempontjából.

Ha elutasítjuk az érzékszervek által közvetített megismerést, azaz a konkrét empirikus tapasztalatot, akkor nem is ellenőrizhetjük állításaink helyességét vagy helytelenségét a gyakorlattal. Vagyis ebben az esetben az igaz állításnak csak egyetlenegy kritériuma lehet: az ellentmondásmentesség. Ezért nem elég tehát pusztán csak azt tapasztalnunk, hogy valamely állításunk nem vezetett még ellentmondásra. Ha nagyobb bizonyosságra törekszünk, meg kell még azt is mutatnunk, hogy a vizsgált állítás ellenkezője csakugyan ellentmondásra vezet. Ezért kell minden adott esetben a kettős hypothesis-alkalmazás módszeréhez folyamodnunk.

Nem kétséges, hogy ez a kettős hypothesis-alkalmazás használatos volt már az i. e. V. század folyamán nemcsak a dialektikában, hanem a matematikában is. így döntötték el pl. azt a kérdést: osztható-e vagy oszthatatlan-e az egy? 

7. ÖSSZEFOGLALÁS

A Proklos által használt matematikai terminusnak, a „hypothesis” szónak a vizsgálata kiderítette, hogy ez a szó már a platónelőtti matematikában is ugyanazt jelentette, mint PROKLOSnál: „kiindulásul választott és be-nem- bizonyított feltevés”. Láttuk azt is, hogy ez a terminus minden valószínűség szerint az eleai dialektikából származik, ahol — éppenúgy, mint a matematikában — elválaszthatatlan volt az indirekt bizonyítás alkalmazásától. Mielőtt rátérnénk most az euklidészi axiómatika további terminusainak történeti vizsgálatára, két kérdést kell még a „hypothesisek”-kel kapcsolatban tisztáznunk.

· Először is az a kérdés érdekelne bennünket, vajon mikor és mi indíthatta a görög matematikusokat arra, hogy tudományuk be-nem-bizonyított alapelveit, a princípiumokat mint „hypothesiseket” külön csoportokba foglalva bocsássák művük elé, úgy, ahogy ezt Euklidés „Elemeiben” látjuk? <<<(((kár, hogy ez a szokás napjainkra kikopott, mert ettől érthetetlen az emberek többségének a matematika tantárgy -FÁ)))>>>  — 
· A másik kérdés viszont, amelyre választ keresünk még: hogyan alakul ki a „hypothesis” szónak speciális matematikai jelentése: „definíció”?

Az első kérdésre csak hozzávetőleges választ adhatunk. Bizonyos, hogy nem Euklidés volt az első olyan görög matematikus, aki az alapelveket, a princípiumokat csoportokba foglalva bocsátotta műve elé. Az a gondolat, hogy a be-nem-bizonyított kiinduló feltevéseket külön kell előrebocsátanunk, adódik már egyszerűen a dialektika gyakorlatából is. A platóni Sókratés mindig élesen megkülönbözteti „hypothesiseit” azoktól a következtetésektől (……………), amelyeket a hypothesisekhez fűz. Sőt, minthogy Sókratés beszél egy alkalommal olyan különösen erős állításokról (,,Phaidón” 100 A), amelyek megbízható hypothesisei lehetnek valamely gondolatsornak, joggal következtethetnénk e szavaiból arra, hogy talán már az egykorú matematikában is szokásos volt az ilyen „különösen erős állításoknak”, az alapvető feltevéseknek az előrebocsátása. Nem tudjuk ugyan, hogy az a legelső görög matematikus, aki Proklos szerint „Elemeket” állított össze az i. e. V. század közepe táján,
 a chiosi Hippokratés, csakugyan princípiumok felsorolásával kezdte-e művét, de szinte bizonyos, hogy ilyen előrebocsátott matematikai princípiumoknak már az Euklidésí megelőző korokban is lenniük kellett. Láttuk már, hogy maga Platón is említ olyan matematikai definíciókat (páros szám, páratlan szám, a háromféle szög, a geometriai idomok stb.), amelyeket megtalálunk a nála jóval későbbi EUKLIDÉS-szövegben. Magánál EULIDÉSnél viszont a „sík felület” és az „egyenes vonal” meghatározása fölösleges, azaz sohasem használt definíció.  <<<(((és ez a későbbiekben sajnálatos féknek bizonyult majdnem a mai napig, ugyanis az egyenes vagy bármilyen görbe, a sík és a tér pontokból felépülése  mint szemléleti alapállás a XIX. század végéig késlekedett, és ma sem evidens matematika tanárok között sem – mármint hogy ezen szemléleti alapvetést megemlíteni általános iskolában, tárgyalni középiskolában kiemelten fontos. Egyetemen a függvény analízisben kerül elő, de ott sem geometriai vagy matematikai evidenciaként, hanem a függvénygörbe vizsgálatában. Hasonló szemléleti tisztázatlanság következménye, hogy ma sem rutin a geometriai és algebrai összefüggések összevetése, közös halmazként való kezelése, láttatása, különböző megfogalmazásként való bemutatása. -FÁ)))>>> Valószínű — amint ezt már mások is feltették
 —, hogy Euklidés ezeket a definíciókat készen vette át régebbi kézikönyvekből, amelyek feltehetően ugyanúgy princípiumok felsorolásával kezdődtek, mint Euklidés műve. Éppen ilyen meggondolásokból kiindulva jutottam egyik legutóbbi dolgozatomban arra a következtetésre, hogy az aritmetikai definíciók nagy része — az euklidészi „Elemek” VII. könyve előtt — feltehetően még az i. e. V. századból származik.
 
Másik fontos kérdésünk, amelyre még ugyanebben az összefüggésben választ keresünk: hogyan alakult ki a hypothesis szónak speciális matematikai jelentése: „definíció”? — Azt hiszem, erre a kérdésre könnyen válaszolhatunk, ha figyelembe vesszük mindazt, amit a „hypothesis”-ről eddig kiderítettünk. Nem kétséges ugyanis, hogy minden dialektikus vitában a résztvevő partnereknek mindenekelőtt a vita tárgyát illetően kell megegyezésre jutniok. Meg kell ugyanis egyezniük abban, hogy mi az, amiről beszélnek, és hogy ez a valami mindenesetre különbözik attól, ami nem ugyanez a valami; mint pl. az „Euthyphron” c. platóni dialógusban olvassuk: a kegyes (…………) mindig csak önmagával azonos, és sohasem lehet egyszersmind önmaga ellentéte (………..) is. 

 Az a görög szó, amely a definiálást, meghatározást jelöli (…………..), tulajdonképpen elhatárolást jelent. A definícióban ugyanis a tárgy fogalmát, „eidos”-át határoljuk el attól, ami nem a szóban forgó tárgy, s ezzel voltaképpen a meghatározott fogalom ellentmondásmentességét biztosítjuk. Tudomásunk szerint a legrégibb ilyen definíciót Parmenidés kísérelte meg, amikor a „létező” (………….) fogalmát élesen elválasztotta attól, ami nem a létező (…………..). Az eleai dialektika — amelynek, mint láttuk, lényege az indirekt bizonyítás — valójában éppen a fogalmaknak erre az éles elválasztására, a definícióra épül.  <<<(((ebben a megfogalmazásban áthallani látszik az indirekt bizonyítás szemlélete. Ugyanis adottnak veszi a fogalmakat, és azokban való válogatásra koncentrál, amint az indirekt bizonyítás is a tartható és tarthatatlan állítások közti válogatás „műszere”, módszere. Ezzel szemben később a definíció kreatívvá, alkotóvá is válhatott azért, mert megszilárdultak azok az alapvető feltételezések, amelyekre támaszkodni lehetett elég jó biztonsággal és az ezen  alapvető feltételezések közgondolkodásban való elég jó elterjedtéségének köszönhetően. -FÁ)))>>> Ugyanígy hangsúlyozza Platón is, hogy egyáltalán nem lehetséges dialektika a fogalmaknak e nélkül az éles elhatárolása, a definíció nélkül: „Ha valaki nem járul hozzá ahhoz, hogy a dolgoknak megvannak a maguk „eidos”-ai, és ha nem határoljuk el (nem definiáljuk) mindenegyes dolognak az „eidos”-át, akkor egyáltalán nem tudjuk ráirányítani figyelmünket valamire, mert ebben az esetben nem engedjük meg azt, hogy mindenegyes dolognak a fogalma mindig változatlanul ugyanaz maradjon, s ezzel alapjában tesszük lehetetlenné a dialektikát”. 
 — Ez más szóval azt jelenti: ha nem szögezzük le előre a definícióban azt, hogy a tárgy, amiről beszélünk, illetőleg ennek a tárgynak a fogalma, mindig ugyanaz, tehát sohasem ellentéte önmagának — ha ezt nem tesszük <<<(((a szubsztancia és a kétértékű logika mint kiinduló elvek? -FÁ)))>>>  —, akkor ez a tárgy ellentmondásos lesz (a tárgy maga, és ugyanakkor az is, ami nem-a-tárgy), márpedig ebben az esetben csakugyan nem lehetséges a dialektika (hypothesis-alkalmazás vagy indirekt bizonyítás), hiszen ennek igazság- (valóság-) kritériuma éppen az ellentmondásmentesség.
Természetes, hogy annak a korai görög rendszeres matematikának, amely igazában nem is volt egyéb, mint egyik speciális ága a dialektikának, definíciókból kellett kiindulnia, mint első „hypothesisek”-ből. Ezek a definíciók voltak az új tudománynak, különösen az aritmetikának az alapjai. A „hypothesis” szó tehát, amely általában „kiindulásul választott és be-nem-bizonyított feltevést” jelentett, jelenthetett természetszerűleg definíciót is mind a dialektikában, mind pedig a matematikában.

(Beérkezett: 1960. VI. 5.)
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