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Előszó az axiomatikus módszerről

Kétféleképpen lehet értekezni az axiomatikus módszerről, logikai mibenlétében és történetiségében. 
A logikai mibenlétét próbálom felhasználni (kevésbé a kialakulásának, fejlődésének a történetét). Forrásul több féle és eltérő minőségű dolgot használok fel, hiszen rendszeres tanulmányaim e témakörben nem voltak. A viszonylag rendezett és számomra érthető támpont Szász Gábor Axiomatikus módszer c. kötete (Tankönyvkiadó, 1972). Egyebekben igyekszem megadni internetes címeket, vagy ami a kezembe került és próbáltam felhasználni.

Az axiomatikus módszer általánosan használatos a matematika és a természettudományok, például a deduktív matematika és az induktív fizika terén. A mai oktatásból következően az axiomatikus módszernek általános a lenyomata szemléletünkben. 
Szász Gábor kötetét olvasva az a benyomás keletkezhet, hogy az axiomatikus módszer használatának alakulása jelentette az európai tudományos gondolkodás változásának, előre haladásának egyik, ha nem legfontosabb módszertani vezérfonalát, gerincét, teherbíró alapzatát. Tehát mindenképpen nagy jelentőségű kérdésről van szó akkor is, ha nem általános axiomatika elméleti munkáról, hanem csak az alkalmazhatóság egy újabb lehetőségének felvetéséről van szó.
Megjegyzem igen ellentmondásos a „matematikai modell” fogalma, amely Szász Gábor, éppen egy matematikus könyvét lapozgatva tehető szóvá.

Közkeletűen matematikai modell alatt értik azt, hogy 

„A gondolati modelleket tovább lehet osztályozni:

-         homológ (fizikai) modellek (pl. makettek),

-         analóg (koncepcionális) modellek (pl. számítógépes programok),

-         matematikai modellek (matematikai formulák, összefüggések)”
Ugyanazon szövegen belül
 pár sorral arrébb:

„A matematikai modell az adott rendszer belső struktúráját és a környezetével való kölcsönhatásokat leíró matematikai összefüggések halmaza.”
Nekem, mint aki nem tanult elméleti matematikát, de kérdésfeltevései révén találkozott matematikai hivatkozásokkal, nagyon zavaróak azok a matematikai formulák (vagy inkább rejtvény számba menő úgymond egyezményes jelölések), amelyek alig tekintenek vissza száz évre (mert előtte mai matematikusok számára is nehezen megfejthető kódoknak bizonyuló és egészen más volt a jelölésrendszer). Továbbá a mai jelölések a mai matematika egyes ágaiban is igen eltérőek lehetnek egymástól – nem beszélve a még esetlegesebb, akár egyes dolgozatokon belüli egyedi megoldásokról. De hát ez legyen az én problémám.

Hanem különösen a modern matematikának lehetnek olyan leírásai, amelyek ha nem is Robinson Crusoe történetének meseszerűségében fogalmazottak, de fogalmazhatóak folyó szöveggel és igen jól érthetően. Ezeket a matematika (és párhuzamosan a fizika) legáltalánosabb fogalmi eszköztárát, logikáját megadó magyarázatokat régóta gyanítottam laikus műszaki főiskolásként és régóta hiányolom.
 Friss élményem, hogy a matematikai csoport, test, gyűrű fogalma lényegében igen egyszerű dolog – és káros annak misztifikált, nehezen hozzáférhető száraz tálalása. Talán ezzel is összefügg, hogy évente igen sokan tanulnak könyvelni, de azok közül igen kevesen teszik fel a kérdést, hogy végül is a könyvelés miféle logikai vagy ha úgy tetszik matematikai művelteken alapszik? Közérthetőbb, a formalizmusba nem nyakig merülő matematika oktatás, matematikai közismeretek esetén általában merülne fel a könyvelés logikai alapjainak kérdése, amire igen egyszerű volna a válasz is egy átlag középiskolát végzett ember részéről, mert a könyvelés alaplépései talán azt lehet mondani általános iskolai matematikai ismereteket, készségeket kívánnak meg. Erre a kérdésre visszatérek a közgazdasági mellékletben. Szász Gábor könyvét nem mondom hogy úgy voltam képes elolvasni mint egy Rejtő Jenő füzetet, de az ő könyve jó példa arra, hogy a formalizmusok visszafogása jó hatású lehet.
Az axióma
 fogalma

Az axiomatikus leírás alatt igen következetes fogalomhasználatot, logikai építkezést értünk valamely tudományos témakörben. A görög megalapozású európai gondolkodásban a tudományosan rendezett ismereteket lényegében különböző mértékig axiomatikusan rendezett fogalmi eszközökkel tárgyaljuk (több mint kétezer éve). Megkockáztatom, egzakt tudományról csak az illető témakör axiomatikus feldolgozottsága, rendezettsége esetén beszélhetünk.
Az axióma a logikusan, következetesen rendezett tudományos ismeretek, fogalmak körében (azok számára) olyan kiindulási feltételt jelent (például a filozófia ágaiban, vagy a matematikában, de akár a tapasztalati tudományok területén is), amit adottnak veszünk az érvelések során (tehát nem vezetünk le, nem bizonyítunk). Az axióma tehát különféle okok miatt meg nem kérdőjelezhetőnek tekintett, általánosan (de legalább az adott esetben, az adott vizsgálódásban, érvelésben) elfogadott, megállapított kiinduló alapfogalmak és alapvető megállapítások, alaptények, alapigazságok rendszere.
Modern korban elválasztjuk a deduktív (ideaként értelmezhető alapfogalomra épülő) és a induktív (ellenőrizhető alaptényre épülő) axiómákat. A lényeg mindkettőben változatlan, miszerint a vizsgálatnak vannak kiinduló feltételei, amelyeket a vizsgálat nem tud elemezni, sem cáfolni sem bizonyítani, hanem csak adottnak venni.

És mivel az axiomatikus alapok tárgyalásánál (az axiomatikus rendszer építkezésének logikáját megértendő) elkerülhetetlen megemlíteni a filozófiai előzményeket (amint az a történetiséget érintve is szembetűnő a görgök idejében), ezért utalásként meg kell jegyezni, hogy a filozófia maga is axiomatikus ismereteket, kikerülhetetlenül axiomatikus felépítésű elképzeléseket jelent (hacsak nem az ezoterikus, misztikus, tehát nem szigorúan axiomatikus azaz tudományos igényű tételes filozófiai irányokra gondolunk).
A nem-axiomatikus gondolkodási módszerek, fogalmi rendszerek felé kitekintést az utószóban próbálok meg vázolni.

Néhány ismert korszakos axiomatikus elmélet-alapozás

· Matematikai pont: oszthatatlan, anyagtalan, eszmei, helyzete által meghatározható (metszéspont Euklidesz Kr e 300, Descartes koordináták Kr u 1644)

· fizikában mechanikai tömegpont Newton axiómában (kb 1687) - A kiterjedés nélküli tömegpont néhány fizikai mennyiséggel jellemezhető: helyvektor, tömeg, sebesség, gyorsulás

· Fizikában ideális gáz tömegpontja (kb 1850) - kiterjedés nélküli, nincs köztük kölcsönhatás, fallal rugalmas ütközés (nyomás)
· Matematikában 1899-ben Hilbert axiómarendszere a klasszikus síkgeometriáról
· Az abszolút geometriai és ezerféle más matematikai axiómarendszer (valós számok, halmazok, gráfok stb-stb mind az 1800-as évek vége, 1900-as évek)
Mikor megfelelő egy axióma rendszer?
1899-ben Hilbert (1862-1943) volt az, aki megválaszolta azt a kérdést, hogy mikor megfelelő egy axiómarendszer.

1. Legyenek az egyes axiómák függetlenek egymástól, azaz egyiket se lehessen igazolni a másik segítségével.
2. Legyen az axiómarendszer ellentmondásmentes, vagyis ne fordulhasson elő olyan állítás, amely az axiómák alapján igazolható és cáfolható is egyben.
3. Legyen az axiómarendszer teljes, azaz az adott tudományág minden problémája vagy igazolható vagy, cáfolható lehessen.
Axióma rendszer teljessége - Gödel

1931-ben Kurt Gödel osztrák matematikus (1906-1978) megmutatta, hogy valamely ellentmondás nélküli axiómarendszer sohasem lehet teljes. Azaz bármelyik axiómarendszeren belül megfogalmazható egy olyan állítás, amelyik nem bizonyítható, de nem is cáfolható (nemteljességi tétel). 

Egy véglegesen megfogalmazott axiómarendszerben pedig az ellentmondásmentesség nem bizonyítható, tehát az adott axiómarendszer nem képes igazolni saját maga "igaz" voltát.

Mindez azt jelenti, hogy nem lehet egy adott tudományág axiómarendszerét véglegesen megfogalmazni. Új kérdések esetleg újabb axiómákat kívánnak.
Hogy mennyire furcsa folyamatban csiszolódott az axióma mai képzete, értelmezése, arra egy példa Hilbert egy interneten olvasható megjegyzése: 

„Hilbert elgondolása a modern axiomatikus eljárás megjelenését jelentette. Az axiómákat nem tekintette magától értetődő igazságoknak. A geometria olyan dolgokkal foglalkozik, amelyekről igen erős intuíciónk van, de nem kötelező jelentést hozzárendelni a definiálatlan fogalmakhoz. Az olyan elemeket, mint amilyen a pont, egyenes és sík, helyettesíthetnénk, ahogy Hilbert mondta, asztalokkal, székekkel, söröskorsókkal és más tárgyakkal is. A köztük lévő definiált kapcsolatok az, ami a vizsgálat tárgyát képezi.” 

(https://hu.wikipedia.org/wiki/David_Hilbert#A_geometria_axiomatiz.C3.A1l.C3.A1sa )
Ez a kijelentés az axiomatikus módszer matematikán, az alapvető geometrián túli használhatóságát volt hivatva hangsúlyozni (bizonyára). Módszertanilag tehát lehetne egy kocsmaberendezést is axiomatikusan leírni (asztal, szék, söröshordó). De próbálhatna olyat mondani ezekután, hogy két asztal között mindig végtelen sok további asztal található (annak veszélye nélkül, hogy a túl sok söröshordóval való foglalkozás asszociációját ne keltené)? Arról nem beszélve, hogy a szék ha megfogható széket jelent, akkor induktív axiómarendszert idéz Hilbert megjegyzése, a matematikai pont mint alapfogalom pedig egy deduktív axiómarendszer alapfogalmaként értelmezhető.
Lehet-e axiomatikus rendszernek egyetlen alapfogalma

Szász Gábor kis könyvének tárgyalási sorrendjéből még egy kiemelt részletkérdés erejéig eltérek, ami számomra „szemléleti alapon” evidenciaként adódott már középiskolás koromban is, de amelyiknek elvi lehetőségével ebben a kis kötetben találkoztam először, hogy: az axiómarendszernek hány alapfogalma lehetséges (illetve kell legyen)?
A kis könyv II.4) részében bemutatásra kerülnek a Hilbert féle XIX. század végi klasszikus geometriai axiómák. De itt sem találtam pontokból egyenest, síkot felépítő tételek (vagy axiómák) gondolatát. Az én laikus elmémben évtizedek óta ez a legtermészetesebb lehetőség (legalábbis a geometria szemléletes, számomra elvi összefüggéseivel együtt képi világában): egyetlen egy alapfogalomból kiindulni. Meg kellett csinálja már valaki, csak számomra nem ismert okból nem emlegetik – gondolom ma is. Érdekes volna, hogy az egyetlen alapfogalomból építkező geometriai axiómarendszernek miféle nehézségeit térképezték fel, ha feltérképezték. … 
Más szavakkal: …. A szemléleti igény (és itt nem Szász Gábor szóhasználatában szereplő, mérési hibákhoz vezető „reális” képiséget értek szemléletiség alatt, hanem következetes logikájú gondolkodási típust) – szóval az általam felvetett szemléletiségből eredő igény azt hiszem nem minden előzmény nélkül való. Tudtommal Leibniz bináris számítógép elképzelését is, vagy akár az egész európai filozófiai törekvést, irányulást több mint kétezer éve „uralja” a minél kevesebb kiindulópontból minél egyértelműbb fogalmi rendszert találni (alkotni). 
Másként, a mai helyzetet tekintve nekem laikusként legalábbis logikusnak tűnik, hogy az axiomatikus fogalmi rendszerek alapfogalmainak száma tetszőlegesen n db lehet (középiskolai matematikai emlékeim fogalmazásmódjával élve), ahol n=1 vagy akár n=∞ is lehet (vagy majdnem végtelen, de igen sok). Az érdekes az n=1 db alapfogalom, általánosságban pedig az n→1. Nyilvánvaló, hogy n=1-nek mások a szükséges feltételei, kellékei mint az n = sokkal többnek, mert axiomatikus rendszer esetén ha az alapfogalmak száma n = „sok”, akkor az alapfogalmak átfedésének kizárása legalább olyan ha nem nagyobb feladatot jelent, mint n=1 vagy n→1 esetében az alapfogalom kezeléséhez szükséges, az alapfogalomból származtatott más „alapvető” fogalmak definícióinak, származtatásának műveleti feltételei, eszközei.
Ezen észrevétel kiemelésének azért van itt értelme, mert a gazdaságelméletben (szűkebben a közgazdasági rendszer elméletben) az egyetlen alapfogalom (egyetlen meghatározó, egyetlen kitüntetett alapfogalom) lehetőségét tételezem fel, és „szemléltető” párhuzamként (vagy inkább módszertani inputként) fontos kérdés, hogy a geometriában, mint az axiomatikus építkezés „klasszikus” területén ugyancsak lehetséges-e elvileg az egyetlen alapfogalomból építkezés. De térjünk át most már Szász Gábor könyvének gondolatmenetének követésére.
Szász Gábor 1972-es könyvének olvasó napló szerű ismertetése

A könyv előszavából

„ …. Ez a könyv tanári segédkönyvként kerül az olvasók kezébe. Célja mégsem az, hogy konkrét általános vagy középiskolai tanítási egységekhez nyújtson konkrét módszertani útmutatásokat; --<<hanem … -FÁ>>--
 a matematikai fogalom- és ítéletalkotásról, ezen belül a matematikai bizonyításról és az axiomatikus módszerről akar átfogó képet adni …
… A mai matematika tudományos fokán az axiomatikus módszer az uralkodó. 

· A könyv első fejezete elmondja, milyen indítékok alapján és hogyan alakult ki ez a módszer.    

· A második fejezet ismerteti a módszer lényegét, az axiómarendszerekkel szemben támasztott követelményeket;    

· ezek után megvizsgáljuk, hogy az axiomatikus módszernek mely elemei és hogyan érvényesíthetők a középfokú oktatásban (az általános iskola felső tagozatában és a középiskolában).    
· A harmadik fejezet áll legtávolabb a közvetlen tanítási gyakorlattól; ebben arról van szó, milyen különböző célokat lehet megvalósítani egy-egy matematikai tudományág axiomatizálásával.    
· A negyedik fejezet tárgyalja a témakör elvi problémáit, határait 
A könyv számos példát hoz az általános és a középiskolai anyagból, konkrétan hivatkozva a jelenlegi tankönyvekre. De sok példát hoz az egyetemi-főiskolai matematikából is; mivel ezek közül egyik-másik már elhomályosodhatott olvasóink egy részénél, ezért ezeket röviden felelevenítjük. Úgy gondolom, azok az olvasók sem fognak neheztelni emiatt, akik számára nem lett volna szükséges ez az „ismétlés".
Az egyetemi matematika szakos tananyaghoz képest egyáltalán nem, s a főiskolaihoz képest is alig ad új matematikai ismeretanyagot a könyv. De éppen erre törekedtem, vagyis arra, hogy az axiomatikus módszerrel kapcsolatos minden kérdést az olvasók meglevő vagy legfeljebb kevéssel kibővítendő ismereteire támaszkodva tárgyaljak.
Remélem, hogy könyvemmel hozzájárulok a tanári munka elvi alapjainak megszilárdításához.
Ezen a helyen is köszönetet mondok a könyv lektorainak, Lukács Ottónak és Makkai Mihálynak értékes megjegyzéseikért. 

Budapest, 1970. augusztus.
A szerző …………..”


I. AZ AXIOMATIKUS MÓDSZER KIALAKULÁSA

1. A matematikai bizonyítás szükségessége

Szemléletes példákat hoz fel a könyv arra, hogy tapasztalati, azaz a geometriában rajzos-szerkesztési módszerekkel nem lehet elvi igazságokat megnyugtatóan levezetni, indokolni, eldönteni, mert a rajzeszközök elégtelen pontosságúak, megtévesztők – helyettük a kétségtelen logikai bizonyításra van szükség.
Számomra meglepő, hogy bizonyos kifejezéseket a szerző egészen már értelemben használ, mint az nekem természetes volna. A szemlélet például nála kizárólag a képi, rajztechnikai megjelenítésről szól, és szembe állítja a szemléletességet a logikai levezetéssel. Ezzel szemben nekem (talán mert egy másik nemzedékben nőttem fel, amelyik már azt a matematika oktatást kapta, amit a könyv szerzője és kortársai alakítottak ki), szóval nekem a szemlélet vagy szemléletmód fogalma nem kötődik közvetlenül a közvetlen rajzolt képiséghez, inkább egy szervesült gondolkodási eszköztárat jelent, amelyet viszonylagos biztonsággal, otthonossággal alkalmazok (más kérdés, hogy azt ki milyennek ítéli). 
Tehát ha bizonyos azonosságokat, logikai formákat kellően elsajátítottam, azokat otthonosan tudom alkalmazni, akkor a szemléletmódomba beépültek, és amit segítségükkel egyértelműen átlátni vélek, az lesz „szemléletes” számomra. Több ilyen eltérően használt kifejezéssel találkoztam Szász Gábor könyvében – ami jelentheti az én szakmaiatlanságomat ugyanúgy, mint eltérő fogalomhasználatomat. Tehát valaki szemléletmódjának részévé válhat az ábrázolás, leírás és a bizonyítás közti biztos különbségtétel, netán az „egész” axiomatikus eszköztár rutinos alkalmazása (az én eddigi szóhasználatom szerint).
Ez az első fejezet a bizonyítás létének, elvi szükségességének hangsúlyozását tartalmazza, és nem foglalkozik a bizonyítás mikéntjével.
Ebben a fejezetben leírásra kerül, hogy a közvetlen tapasztalat a matematika egyetlen területén sem tekinthető bizonyító erejűnek. Kár, hogy tágabb kitekintést nem ad, nevezetesen, hogy a deduktív ismeretekre jellemző, hogy a közvetlen tapasztalat nem döntő érv, viszont a – ha úgy tetszik önkényesen választható, tehát semmiből le nem vezethető - axiomatikus alapokra építkező logikus levezetések, bizonyítások kapnak döntő szerepet. 
Ellentétben az úgynevezett tapasztalati, induktív természettudományokkal, amelyekben a kiinduló axiomatikus alapok ellenőrizhető tényekre épülnek, azokból indulnak a logikus levezetések, bizonyítások, de ha ezek az alapvető tények kétségessé válnak, akkor újra kell fogalmazni a teljes elméletet, mert a kétségtelen tények nélkül a levezetéseknek az induktív fogalmi rendszerekben nincsen tudományos értéke.
A kötet alapvetően a deduktív matematikai axiómák rendszerében vizsgálódik.
2. A matematika tudománnyá válása 
Ismét érinti a matematika, vagy pontosabban fogalmazva a matematika előtti korszak számításainak függését a tapasztalási jelleg miatt az akkori mérőeszközök pontosságától. Ezen okból, mint írja, sem az egyiptomiak, sem a babiloniak mai fogalmaink szerint nem foglalták szabályba számolási ismereteiket (számolási módszereik, sablonjaik nem tekinthetők szabatos matematikai szabályoknak). Az általánosan érvényes megállapítások igényével történelmi ismereteink szerint először a görögök léptek fel (gondolom az indiai, kínai előzményekre nem akart kitérni, azok megemlítése nem pontosította volna kis füzetének, mint módszertani segédletnek a mondanivalóját.



 „….A mai matematikának már a középiskolás fokán általánosak használt olyan kifejezési formák, mint

· definíció, 

· tétel, 

· axióma és 

· bizonyítás, 

az ógörög kultúrában alakultak ki, s eközben a matematika tapasztalati ismeretek gyűjteménye helyett deduktív tudománnyá vált…..”
Nagyon érdekes, amikor a korai matematikai iskolákról ír. Sajnos a történetiség láttatását későbbi korokban nem fogalmazza meg ennyire plasztikusan.

„… A dél-itáliai Elea városában az i. e, 6—5. században működött filozófusok felismerték — sőt, el is túlozták — a szemlélet elégtelenségét. Ennek a filozófiai iskolának egyik nevezetes tagja, 

· Parmenidész  --<<(Kr e 540-460) -FÁ>>-- ezt írja tanítókölteményében: ,,Ne bízd magad a sok mindennel kísérletező megszokásra, céltalan látásodra, zúgó hallásodra, vagy nyelvedre. Ne ezekkel, hanem értelmeddel döntsd el a sokat vitatott kérdést, amelyet elédbe tárok." 
· Ez pedig nem jelent mást, mint a bizonyítás logikai útjának keresését, 

· amelyhez az eleai iskola nem kisebb teljesítménnyel járult hozzá, mint a harmadik kizárása logikai elvének megalkotásával.  --<<tehát itt indul a kétértékű logika -FÁ>>-- Ez az elv azt mondja ki, hogy ha egy A állítás ellentettje hamis, akkor az A állítás szükségképpen igaz, mert harmadik eset — tehát, hogy A sem nem igaz, sem nem hamis — nem lehetséges. Ezt az elvet azóta is gyakran használjuk a matematikában.
Különböző források vizsgálata arra mutat, hogy a definíciók rendszerének kidolgozása is az eleai filozófia hatására vált a matematika célkitűzésévé. A természetes számok elméletében ezzel meg is elégedett az ógörög matematika, nyilvánvalóan azért, mert itt nem kellett a szemlélettől elhatárolnia magát.
· Szintén Dél-ltáliában alakult ki a pitagoreus filozófiai iskola.  --<<(Pithagorasz Kr e 570-495) -FÁ>>-- Ennek tagjai arra törekedtek — s ez helyes törekvés volt —, hogy egy többé-kevésbé mennyiségi jellegű világképet alakítsanak ki. Ez, természetesen, a tudomány akkori fejlettsége mellett nem sikerülhetett, és szükségszerűen oda vezetett, hogy a világkép igen nagy logikai réseit önkényes észkonstrukciókkal igyekeztek pótolni. Mégis, éppen ezen törekvésük miatt, tovább kellett folytatniuk a matematika szabatos megalapozásának munkáját. … Mivel a számoknak különleges jelentőséget, sőt önálló szellemi létet tulajdonítottak, ezért valóban sokat foglalkoztak matematikával. Ennek egyik eredménye a páros és a páratlan számok elméletéről szóló tételsorozat, amely az első hosszabb, egymásra épülő és egzakt módon bizonyított tételsorozat — mondhatjuk így is, hogy elmélet — a matematika történetében. Valószínűnek látszik, hogy a pitagoreusok kezdeményezték a geometria elvi megalapozását is, s eközben rá kellett jönniük, hogy a matematikának ezen a területén a definíciók bármilyen szabatos megfogalmazása sem elegendő az elvi megalapozáshoz. Pedig a geometriának még az alapfogalmaival is sokkal nagyobb filozófiai problémák voltak, mint a számfogalommal; anélkül, hogy a részletekbe belé kívánnánk menni, csak emlékeztetünk arra, hogy a pontokból összetett vonal fogalmát a mozgásról szóló Zénon-féle paradoxon miatt a görög matematika nem fogadhatta el. A geometriából a szemlélet kiküszöbölése csak bizonyos alapelvek kimondásával sikerülhetett, s ennek felismerése vezetett az axiómák megalkotásához. 
--<<tehát nem tudták a geometriából a szemléletet száműzni, csak bizonyos korlátok közé terelni (levezetés, indoklás nélküli alapfogalmak és alaptételek által) – amint az azóta sincsen semmilyen más tudományágban sem, ami minden axiomatikus elmélet sajátja. -FÁ>>-- 
Az axiomatikus módszer kiterjesztéséhez további hathatós segítséget nyújtott az arisztotelészi logika megalkotása: azzal is, hogy szigorú rendbe szedte azokat a gondolkodási formákat, amelyeket egy-egy tudományos témakör tárgyalásakor bizonyító erejűeknek lehet elfogadni, de azzal is, hogy Arisztotelész  --<<(Kr e 384-322), tehát kb 100-150 évvel az eleai és pitagoreus filozófusok után. -FÁ>>-- elődeinél határozottabban mutatott rá arra, hogy éppen a szabatos megalapozás érdekében minden tudományágnak szükségképpen fel kell használnia logikai úton már nem bizonyítható egyszerű alapelveket.
Az arisztotelészi logika alapján a matematikai bizonyításokat is mélyebben lehetett elemezni, s pontosabban feltárni az egyes bizonyítási lépések közötti logikai összefüggéseket. Az ilyen természetű elemzések pedig a matematikával foglalkozók számára is végképp világossá tették azt, hogy a matematikai állításoknak már elfogadott, többnyire egyszerűbb tényekre való visszavezetése — vagyis a bizonyítás — során előbb-utóbb olyan tényekhez jutunk, amelyeknél egyszerűbbeket alig, vagy egyáltalán nem tudunk elképzelni; ilyen például az a logikai jellegű tény, hogy minden azonos önmagával, vagy az a geometriai tény, hogy két különböző ponton át legfeljebb egy egyenes húzható.
De ha vannak olyan matematikai tények — szakszerűen szólva, ítéletek —, amelyeket nem lehet egyszerűbbekre visszavezetni, akkor a matematika egzakt felépítésének nem lehet más módja, mint az, hogy lerögzítsük, melyek azok a tények, amelyeket a szemlélet alapján fogadunk el igazaknak, s minden más matematikai ítéletet ezekre és csak ezekre támaszkodva, az arisztotelészi logika által megengedett következtetési szabályok alapján bizonyítunk,
A matematikai bizonyítás ilyen értelmezésének az akkori matematikai ismeretek túlnyomó részére való következetes érvényesítésével Eukleidész (élt i. e. kb. 365—300) i. e. 325 körül írt, --<<tehát kb Arisztotelesz halála idején írt -FÁ>>-- Elemek című korszakalkotó munkájában találkozunk először. Ettől kezdve beszélhetünk a matematikáról úgy, mint sajátos kutatási módszerekkel rendelkező tudományról, ….”


Eukleidész axiómarendszere 
Több helyen az volt a benyomásom, hogy a szerző valóban törekedett a könnyű átláthatóságra, és számos tekintetben csak most állt össze számomra korábban tanult, de el nem rendezett sok-sok rész-ismeret (amelyek együttes rendszerbe foglalva az axiomatikus módszer tárgyalása révén a korábbinál egyszerűbbnek, összefüggőbbnek, érdekesebbnek tűnnek … negyven évvel ezelőtt meg még érdekesebb lett volna mindezt megismerni ….). Euklidesz axiómarendszerét ez a fejezet aprólékosan vezeti elő. Nem azért kiemelkedően fontos része ez a könyvnek, mert milyen érdekes maga a klasszikus geometria (jelen esetben), hanem azért mert szinte észrevétlenül oldódnak fel az olvasóban azok a ma is élő görcsös és hamis megfogalmazások, amik az épeszű emberben védekező reflexet váltanak ki a további matematikával szemben – csak mert a józan észnek ellentmondóra sikeredett megfogalmazásokat erőltetnek nemzedékről nemzedékre. Gondolok itt például az euklideszi és a görbült geometriák közti „ellentétekre”, amelyek ellentétek az ebben a kötetben is vázolt jelek szerint nem léteznek.
Aprólékosan, a részletekbe el nem merülve kerül bemutatásra Euklidesz kilenc axiómája és öt posztulátuma (az axiómák és posztulátumok közti elvi különbséget nem tartja fontosnak, mindegyiket közös néven axiómáknak nevezi).

Megemlíti, hogy a definiálás is bizonyítás jellegű, mert egy fogalmat nála egyszerűbbekkel fejezünk ki, amit nyilván nem lehet vég nélkül folytatni, s előbb-utóbb eljutunk az alapfogalmakig. Szász Gábor megemlíti, hogy mai felfogás szerint a fogalmak definiálását Euklidesz néhol túlzásba vitte, azaz ma kevesebb fogalmat definiálnák az ő művének témakörében. Ez egy érdekes részlet, mert számomra „a pont az, aminek nincsen része” egy igen fontos meghatározása a klasszikus geometria alapfogalmának. Ebben az is közrejátszhat, hogy az általam alapfogalomnak tekintendő „személy” definíciója mindenképpen részletező kel legyen, hiszen a mi korunkban alternatív értelmezésekkel szemben kell azonosítani. Hogy Euklidesznek is kellett-e a pontot alternatív értelmezésekkel szemben definiálnia nem tudom, de elképzelhetőnek tartom, hiszen ott voltak a rokon fogalmak, mint elem, atom stb, amelyek kevésbé lehettek deduktív értelműek. Történetileg tehát nem érzem megalapozottnak a fölösleges definíciók felsorolásaként a következőt (főleg nem az első kettőt):



„Pont az, aminek nincs része.”
„Az egyenes szélesség nélküli hosszúság.”

„Határ az, ami valaminek a vége."


4. Az Ötödik posztulátum szerepe a matematika fejlődésében 
Az abszolút geometria és az euklideszi geometria kapcsolatát körül járva, ezen kis könyvet olvasva például tisztázódni látszik számomra, hogy Bolyai munkásságának titokzatossága egyáltalán nem a hiperbolikus geometria euklideszitől való alapvető különbözőségéből következett (amint azt ma is még tanári berkekben is hallhatom!), hanem Bolyai sajátos, a maga korában újszerűnek ható bizonyítási módszeréből! Az axiomatikus megalapozású fogalmi rendszer belső rendezettségéből, összehangoltsági követelményéből kiindulva jutott arra a következtetésre, hogy az általa megkérdőjelezett klasszikus posztulátum átfogalmazandó vagy elhagyható. Egy közvetett érvelés alkalmazása volt szokatlan, mert ő megfogalmazott egy akkor újszerűnek ható, bizonyos tekintetben alternatív komplett axiómarendszert, amelynek belső ellentmondás mentességére törekedve tudta megfogalmazni a maga tételeit. – Amelyek azonban tartalmukat tekintve már sokkal kevésbé voltak futurisztikusak a kortársak számára is (nemhogy mai tájékozott utódoknak, mert a félre vezetett laikusoknak máig emészthetetlen a működése, szemléleti fordulata).
A kis könyv ugyanis többször, több oldalról indítva tárgyalja a jól kidolgozott axiomatikus rendszerek sémáinak átvihetőségét más témakörökre. Tehát egy jó minőségű axiómarendszer transzponálása, átvetítése egy másikra (a másiknak hozzá igazítása a már jól ismerthez és jól rendezetthez) ma már elfogadott bizonyítási, levezetési, definiálási módszernek tekinthető. Mind a matematika különféle ágai között (számelméleti axióma rendszerekre támaszkodva lehet geometriai kérdéseket rendezni - és akár fordítva is), mind pedig a matematikai eredményeket matematikán kívüli egyéb ismeretkörökben is jól lehet alkalmazni. Gondoljunk a fizikus kutatóra, aki „megrendeli” a matematikai apparátust, vagy egyszerűen a középiskolai fizikakönyvek példamegoldó másodfokú képleteire, amiknek eredményeit, gyökeit meg kellett vizsgálni, hogy mindegyiknek van-e fizikai tartalma, fizikai értelmezhetősége. Lényegében erről van szó általánosabb megfogalmazásban, amikor axiomatikus rendszerek közti logikai egyezést vizsgálunk, kezelünk.

Ez a titka a számítógépes modellezésnek is. A bináris számrendszer alapján számolni más számrendszeri feladatokat, képeket kódolni stb-stb. A különféle természetű modellek közti megfelelés kérdésének elméleti alapja az axiomatikus rendszerek egymásba átforgathatósága, egymásnak való megfeleltethetősége (bináris és decimális számrendszerek, táblázatok és ábrák közti kapcsolat, a nyelvi szótárak mai változatát jelentő nyelvi fordítóprogramok, általában a számítógépes interfészek működési „titkai”).
Az elv, az axiómarendszerek közti átjárás, hasonlóság, 1:1 megfelelés kérdése önálló tudományterület volt már 45 éve Szász Gábor könyvéből ítélhetően, még jól a COCOM listák idejében is a magyar tudományos élet számára.
II. AZ AXIOMATIKUS MÓDSZER MAI FELFOGÁSA

A matematikai nyelv

Mint közvetve kiderül a szövegből, a szerzőt szinte megigézte a számítógépes alkalmazások hőskora. Ami a matematikai pontosságot, egyértelműséget illeti, azt hiszem túlhaladta megállapításait az idő azóta. Itt-ott kiderül mindenféle polgári filozófiai irányzattól való elhatárolódása közben, hogy végső soron tudja, hogy nincsen abszolút pontos matematikai megfogalmazásra lehetőség sem. Az ideák (itt a matematikai ideák) körében is meg tudjuk nevezni az abszolútumokat (pld végtelen), éppen a dolog természetéből adódóan az abszolútum mibenlétét nem definiálhatjuk az összes feltételének megadásával.

A Szász Gábor által hangoztatott pontosság a matematikai fogalmak feltételeinek megadásában nem más, mint a matematikai modellek számítógépes kezelésének feltétel rendszere. A gépi konstrukciók feltételeinek kell oly mértékben megfelelniük a definícióknak, hogy a gépek általunk elvárható pontossággal működhessenek. Ez lényeges pontosítás, hiszen éppen a hetvenes évek elején volt közismert (akkor számon tartották érdekességként, akkor volt az első munkahelyem éppen egy számítógépes vállalati munkahely), hogy sok olyan számolási művelet van, amit mi fejben pontosan tudunk elvégezni, mert 2×2=4 (vagy hasonló), de a gép csak közelítőleg tudja pontosan kiszámítani, méghozzá iterációs, tehát elvileg is közelítő eljárással, olyan mértékben pontosan (annyi tizedes jegyre), hogy az eredmény gyakorlatilag már megfelelőnek tekinthető. 

Ma már valószínűleg a szerző is másként fogalmazna mind ebben mind néhány más részletkérdésben.

Tehát nem általában, hanem a számítógép kezeléséhez szükséges pontosságot lehet hangsúlyozni, azaz a matematikai modell megfogalmazásának módja a számítógéphez kell igazodjon, például a számítógépes programozás lehetőségeihez, sajátságaihoz.

Elgondolkodtató, amikor részletezi, hogy hasonló természetű matematikai területek axiomatikus megoldásai között milyen lehet az átjárás, de még inkább, amikor itt-ott más tudományágakbeli alkalmazás lehetősége is felmerül – az axiomatikus rendszer belső logikájának változatlanul hagyása vagy változatlan érvényesítése által. Tehát amikor nem fizikai interface-ekre utal, hanem a különböző axiómarendszerek közti átjárhatóságra, lehetőleg vagy valamilyen mértékig 1:1 arányú tartalmi-logikai megfelelésben.
Ez a szempont az axiómarendszerek egymás közti megfeleltethetőségéről párhuzamosságként értelmezhető (sőt alaki hasonlatosságként), nem pedig hierarchikus egymásba foglaltságként (tehát kevésbé tartalmi kapcsolatként).
Alapfogalmak és definíciók

A könyvecske megfogalmazásával: 
„Definíción egyrészt azt a logikai műveletet értjük, amely valamely fogalom tartalmának, lényeges ismertetőjegyeinek feltárását eredményezi, másrészt e művelet eredményének szavakban megfogalmazott alakját. A matematikában inkább ez utóbbi értelemben használjuk a „definíció" szót. Minden definícióban két elem szerepel: az egyik a meghatározandó fogalom, a másik pedig a — majdnem mindig összetett formában jelentkező — meghatározó elem. A definíció leggyakoribb fajtája az, amikor a meghatározandó fogalmat nála szélesebb körű fogalom alá rendeljük, s egyidejűleg felsoroljuk azokat a tartalmi jegyeket, amelyek megkülönböztetik a definiálandó fogalmat az általánosabb fogalom alá tartozó többi fogalomtól.”
A definíciós láncolatokon keresztüli kapcsolódás az axiomatikus rendszerek között már nem párhuzamosság képzetét idézi fel, hanem inkább hálózatét, sőt bizonyos mértékig hierarchikusságét. Ez tehát kevésbé alaki mint inkább tartalmi kapcsolódást jelent.

„ …. semmiféle olyan szabály nincs, amely eldöntené, hogy egy tudományág mely fogalmait kell alapfogalmaknak tekinteni. Éppen ezért, ha egy matematikai tudományág elvi megalapozásához különböző szempontokból fogunk hozzá, akkor az alapfogalmak rendszere más és más lehet…..”
A könyvecske ezen részéhez kapcsolódik a jelen ismertetés elején szereplő „Lehet-e axiomatikus rendszernek egyetlen alapfogalma” című kiemelt kérdéskör. Ez a kérdés az eredetileg általam felvetett sejtés miatt fontos, nevezetesen, hogy a személy fogalmát kellene megtenni egy axiomatikusan rendezett fogalmi rendszer, elméleti rendszer alapfogalmának (amiből a közösségek, mint család, önkormányzat, vállalat, állam stb származtathatóak illetve arra visszavezethetők kell legyenek).
Érdekes még a következő megjegyzés:

„A tárgyalt példa jól mutatja, hogy egy matematikai tudományág szemléletes tárgyalása szükségképpen több alapfogalommal jár, mint ugyanannak a tudományágnak absztrakt tárgyalása. Még pontosabban, az absztrakció fokának növelése az alapfogalmak körének szűkítését teszi lehetővé. A teljesen axiomatikus módszer az alapfogalmak körét a lehető legszűkebbre igyekszik korlátozni; ezzel persze szükségszerűen együtt jár az, hogy sokkal több fogalmat kell definiálnia, mint szemléletes tárgyalás esetén.”
„Amennyire szükséges a fogalmak helyes definiálásához azok logikai elemzése, ugyanannyira szükséges a definíciók használhatósága érdekében azok szemléletes tartalmának megvizsgálása is.”
Axióma, tétel, bizonyítás

„ …Valamely állítás bizonyítása azt jelenti, hogy a kérdéses állítást egy vagy több korábban igaznak elfogadott állításból vezetjük le. 
Vagyis, adott B állítás bizonyítása esetén azt mutatjuk meg, hogy a megengedett következtetési módok alapján B igaz, ha a bizonyításhoz alapul vett A1, A2, ..., An állítások igazak. 
Ha a bizonyítandó állításnak a korábban igazként elfogadott állításokra való visszavezetése közvetlenül történik, akkor direkt bizonyításról beszélünk. A direkt bizonyítás érvelési módja tehát az, hogy B igaz, mert A1, A2, ..., An igaz, és utóbbiakból következik B.
Minden jel arra mutat, hogy a matematika történetében előbb alakult ki a bizonyítás másik típusa, az indirekt bizonyítás. Ennek lényege az, hogy a bizonyítandó állítás ellenkezőjét cáfolja. Érvelési módja; a B állítás igaz, mert a B ellenkezője nem igaz. …”
Részben gondolkodástörténeti oka is lehet az indirekt bizonyítás nagy szerepének. Ugyanis deduktív ismeretkörben, például a matematikában a direkt bizonyításhoz nem elég tagadni és részletkérdésben ellentmondást kimutatni, hanem rendelkezni kell egy olyan átfogó képpel a valóságról, a gondolati ideákról, általában az emberi gondolkodásról, amivel először talán Arisztotelesz korában lehetett találkozni. Ami önbizalmat adhatott az indirekt bizonyításnak, ellentmondás kimutatásnak (ami a szofista vitakultúra alapja lehetett), az talán a kétértékű logika kialakulása, a harmadik elvének kizárása elvének felfedezésében, kimondásában, alapul vételében szinte mámorossá erősödhetett cáfolási kedv (mint a bajvívók riposztozása).
Azonban az európai kultúra több a kételkedés kultúrájánál. Euklidesz axióma rendszere már a kiterjedés nélküli pontra épít. Egy direkt építkezésű axiomatikai megalapozás induló kijelentésével: a pont az ami tovább nem osztható (azt hiszem ez a tagadási forma nem tekinthető indirekt logikájúnak). És nagy szigorúsággal felel meg Euklidesz alapfogalmának a másfél évezreddel későbbi kiterjedés nélküli tömegpont fogalma a fizikában.
A közgazdaságnak és a társadalomtudományoknak nem az a baja, ha valaki ezután axiomatikus fogalmi rendszert akar szerkeszteni, hanem ha nem vesszük tudomásul, hogy a szakmai, politikai és egyéb nyilvánosság számára ellenőrizetlen módon, előlünk árnyékban - monopoljáradéki és monopolhelyzeti cél elérésére - legalább vagy 100 éve a gazdasági stratégiai eseményeket eldöntő szerepe van az átgondolt, távlati modellezésnek (100 évet a hitelpénzrendszer korszaka sugallja, de David Ricardo 200 évvel ezelőtt kezdte hangsúlyozni az elméleti modellezés döntő fontosságát a társadalmi önszerveződés irányításában, a fiziokraták táblázatai, mint a gazdasági automatizmusok első tanulmánya kb 250 éve jelent meg …). 
Tehát nem lehet érdemi gazdaságpolitikára, közgazdaság elméletre, az összefüggések elméleti megértésére törekedni és nem figyelembe venni az axiomatikus fogalom szervezés kialakult kultúráját és kétségtelen hatását a közgazdasági folyamatokra, gondolkodásra. Aki mégis megteszi, akár csak elhanyagolás jelleggel, az képtelenné válik az érdemi hozzászólásra, mérlegelésre. Talán túl egyszerűnek tűnik a hasonlat, de gondoljunk azokra, akik a közlekedési KRESZ szabályok ismerte nélkül akarnának autózni nagyvárosban, és hasonló példák hosszú sora volna felvethető.
Az axiómarendszerekkel szemben támasztott követelmények
Ebben a fejezetben kerül ismertetésre a Peano és a Hilbert féle axiómarendszer. A Hilbert féle axiómarendszerhez kacsolódóan hoztam szóba a jelen melléklet „Lehet-e axiomatikus rendszernek egyetlen alapfogalma” című bevezető fejeztében, hogy lehet-e egyetlen alapfogalomra felépíteni például az euklideszi vagy akár az abszolút geometriát. Azt hiszem igen. A Szász Gábor féle segédkönyv ezen fejezetét olvasva körvonalazódik, hogy az alapfogalmak számának változása miféle axióma rendszeren belüli módszerbeli feltételek esetén lehetséges.
Az axiómarendszerek (belső) ellentmondástalansága.
Az axiómarendszerek egyik legfontosabb belső logikai-szerkesztési követelménye az ellentmondástalanság – mint később a kötetből is kiderül, a szó szigorú értelmében a lehető legnagyobb ellentmondástalanság.

Nagyon érdekes volt olvasni, hogy egy alapvetően módszertani kérdést, a koordináta rendszerek használatát (ami arról szól, hogy a klasszikus geometriában csupán az alakzatokban egymáshoz viszonyított pontokat tulajdonképpen segédismeretlenként definiált térbeli origóponthoz illetve azon áthaladó kooordináta tengely egyenesekhez és azoknak számszerűsítve megjelölt pontjaihoz viszonyítjuk, és ezáltal a számítási képességünk jelentősen kiterjed) ennyire lényegi módon tették a tulajdonképpeni „eredeti” matematika, például a számrendszer részévé, azaz ennyire 1:1 megfelelést lehetett az ábrázolt és az ábrázolási megoldás közé tenni. Más szóval a koordináta rendszert a számfogalom ellentmondásmentes kiterjesztéseként értelmezni. Az elv megfelel a számítógépek építésénél alkalmazott Neumann János nevéhez kötött elvnek, miszerint ne tegyenek különbséget a szoftverek tárolása és az algoritmus, az utasítások tárolási módja között, amiből az alkalmazott műveletek hasonlósága is következett az adatok nyilvántartásában, az adatokkal végzett műveletekben és a műveleti algoritmusok tárolásában, kódolásában.

Amint a segédkönyv írja, lényegében az egész matematika és matematikai módszertan végső soron a természetes számok ellentmondásmentes axiómarendszerére épül.

„ … Az egész matematika szempontjából fontos kérdésként merült fel tehát annak igazolása, hogy a természetes számok axiómarendszere ellentmondástalan. …”
Érdekes még az abszolút és relatív axiomatizálás megkülönböztetése abban az értelemben, hogy az alapfogalmakat önállóan választják meg (illetve határozzák meg) az adott axiomatizálás keretében, vagy pedig más tudományágak fogalmait vagy tételeit is felhasználják Ha jól értem Szász Gábor szerint, a komplett axiómarendszer-séma átvétele és alkalmazása (de nem az alapfogalmak mechanikus átvétele) abszolút axiomatizálásnak tekintendő.
Az axiómarendszerek (tételeinek belső) függetlensége.
„Egy axiómarendszer függetlenségén azt értjük, hogy a rendszer egyik axiómája sem következik a többiből”
Egy érdekesnek tűnő megjegyzés, amelyről tudom, hogy sokakat foglalkoztat, valamint amiről most már „tudom hogy mennyire semmit sem tudok”, kivéve azt, hogy téves és károsan misztikus interpretációi keringenek:

„A függetlenség kérdése is először a geometria axiómarendszerével kapcsolatban lépett fel. Az I. fejezet 4. paragrafusában beszéltünk arról, hogy a matematikusok hosszú évszázadokon át törekedtek arra, hogy Eukleidész ötödik posztulátumát a geometria többi axiómáiból levezessék; általános volt ugyanis az a meggyőződés, hogy ez az axióma nem független a többitől. A hiperbolikus geometria felfedezése azonban szinte bizonyossá tette, a Klein—Cayley-féle modell pedig — a többi axiómákból álló rendszer ellentmondástalanságát feltételezve — bebizonyította, hogy a sokévszázados meggyőződés helytelen volt: az eukleidészi ötödik posztulátum az Elemekben felsorolt többi axiómából nem vezethető le (sőt még a pótlólag felvett Hilbert-féle axiómákból sem).”
Az axiómarendszerek kategoricitása (belső teljesség követelménye).
A használt elnevezés (kategoricitás) elnevezés megválasztási logikáját nem értem. De ha jól értelmezem a leírásból következő jelentését (az axiomarenszer belső teljességi követelménye az axiómarendszerben megadott alapfogalmakra építkezve), akkor érdekes két bekezdés olvasható a könyvecskében:
„ … Első pillanatra természetes követelménynek tűnik, hogy egy axiómarendszerben minden olyan probléma eldönthető legyen, amely az illető axiómarendszerben megfogalmazható. Ez a követelmény — amelyet az axiómarendszer kategoricitásának nevezünk — pontosabban azt foglalja magában, hogy ha A olyan állítás, amelyben logikai fogalmakon és az adott axiómarendszer alapfogalmain, valamint az ezekkel definiált fogalmakon kívül más fogalom nem szerepel, akkor a rendszer alapján vagy A, vagy annak negációja, az [image: image2.png]


 állítás bebizonyítható legyen.

…. Ez a felfogás azonban nem helyes. Amikor ugyanis a matematika valamely részterületét axiomatizáljuk, akkor bizonyos mennyiségi és térbeli formák néhány közös alaptulajdonságát emeljük ki és fogalmazzuk meg axiómák alakjában, s egyáltalán nem biztos, hogy ez a néhány közös alaptulajdonság — különösen absztrahált formájában — az illető terület összes jelenségeit annyira meghatározza, hogy az ezeken alapuló axiómák segítségével minden elképzelhető kérdésre határozott választ adhassunk. …”
Ha kísérleti induktív tudományról lenne szó, akkor fel sem tűnne ez a kikötés. De itt a matematikáról van szó a maga deduktív idealisztikusságában, ahol „kedvünkre” választjuk meg a feltételeket. Ez a megállapítás tehát az deduktív axiomatikus módszer viszonylagosságára, kikerülhetetlen korlátaira utal. Lakatos Imre kis könyvecskéje (Bizonyítások és cáfolatok. 1963) pontosan a matematikai egzaktságnak, egyértelműségnek, átfogó érvényességnek erről a korlátjáról szól.
Az axiómarendszerek monomorfizmusa (az axiómák definiálhatják saját alapfogalmaikat).

„ … Eukleidész axiómarendszerének ismertetésekor említettük, hogy ő az alapfogalmakat is definiálni akarta; Hilbert felismerte, hogy ez lehetetlen, s ezért azt az elvet állította fel, hogy az axiómák foglalják magukban az alapfogalmak teljes jellemzését, tehát mintegy az axiómák definiálják az alapfogalmakat. …”
Részben ráismerhet az ember korunk szinte fenntartás nélküli gyakorlatára, amit számos elméleti foglalkozású ember automatikusan utasít el.

Gondolom az egyik legismertebb alkalmazás Neumann János megállapítása, miszerint számítógépet szinte tetszés szerinti alkatrészekből össze lehet állítani, az alkatrészek viselkedését alapvetően az alkalmazott algoritmus határozza meg. Ez az elv teszi lehetővé a számítógép technológia elképesztő fejlődését, pár évenként szinte teljes technológiai megújulását.

Más oldalról viszont finoman szólva ennek a tételnek a vulgáris megnyilvánulásaként lehet azonosítani a XX. századi állammonopolista diktatúrák koncepcióját, miszerint az embereket (saját állampolgáraikat) olyan elemi alkatrésznek, itt úgy lehet fogalmazni, alapkategóriának, alapfogalomnak tekintették, akiknek mibenlétét az állami működésről, szerepről általuk önkényesen, az elragadott hatalomra támaszkodva lényegében axiómaként törekedtek érvényesíteni. Illyés Gyula egy mondat a zsarnokságról című verse torokszorítóan szól arról, hogy ki és mi (milyen hatalmilag megkérdőjelezhetetlennek tekintett axióma rendszer) határozza meg azt, hogy az ember kicsoda, mi volt életében és akár holtában is.
A személy és közgazdaság című problémafelvetés egyik legfőbb témaköre, hogy hol a határ aközött, hogy az axióma határozza meg az alapfogalmat. Más szóval az embert körülvevő társadalmi struktúrák milyen mértékben határozhatják meg a struktúrák elemi alkotórészének tekinthető emberek mibenlétét – avagy az emberi lény idealisztikus személy mivolta jelent-e olyan kulturálisan rögzült, kialakult elvi, idealisztikus minőséget, aminek szisztematikus, a társadalmi önszervezést megvalósító társadalmi szervezetek szervezési sémáiban megnyilvánuló axiómákból következő („visszaható”) sérülését a társadalom nem fogadja el – legalábbis ha explicit formában szembesül ennek veszélyével.
„ … Nyilvánvaló, hogy egyetlen axiómarendszer sem határozhatja meg teljesen egyértelműen az alapfogalmakat, hiszen minden axiómarendszernek végtelen sok modellje van — már az elemek másféle jelölése is egy új modellt eredményez —, s ezekben más fogalmak veszik át az eredeti alapfogalmak szerepét,…”
Ez a fenntartás az axiomatikus módszer belső logikai korlátját veti fel. Az én megjegyzésem pedig arra utalt, hogy az alapfogalom megválasztása olyan az axiomatikus rendszer formai belső logikájától független külső szempontnak kellhet megfeleljen, amelyet nem „képviselhet” a belső logikai lehetőségek esetlegessége, hanem attól minőségileg más szempontot kell felvessen.
Nyilvánvaló, hogy nem lehet az axiomatikus fogalmi rendszer alapfogalmát úgy megválasztani, hogy az lehetetlenné tegye az axiomatikus tételek megfogalmazását, és a rájuk támaszkodó definíciók, levezetések, bizonyítások megalkotását.

Azonban Szász Gábor matematika oktatási módszertani segédletében is használt szakkifejezéssel élve, az axiómarendszer „monomorfizmusa” az alapfogalom axiómák általi definiálása (átdefiniálása) lényeges kérdésekben nem homályosíthatja el az alapfogalom tulajdonképpeni, lényegi jelentését.
Ezen a ponton ragadható meg például az alkotmányos elvek jogrendszeren kívüliségének elvi jelentősége. Nem nevezi magát alkotmánynak a 2011-es alaptörvény. Homályban hagyja egyelőre, hogy mit érthetünk alkotmányon. Tehát nem zárta le a lehetőséget, hogy logikailag egyértelmű legyen, a jogpozitivista mechanizált jogrendszer belső logikája nem írhatja felül az alkotmányos, jórészt természetjogi elveket (a zavaró elnevezéstől függetlenül a természetjogi elvek nem lehetnek a jogrendszer részei, mert a jogrendszeren belüli eljárásokkal nem változtathatók meg, tehát esetükben a joghierarchiát tartalmuknál fogva írják fölül adott esetben).
5, Az axiómarendszerek szemléletessége (didaktikai megfontolás).
A kötet jelzi, hogy ezen nem a kiforrott szellemiséget, a szemléleti sajátosságokat érti, hanem a szó leszűkített értelmében a képiségét, képiségi párhuzamokra való alkalmasságát, a képi asszociációk kiváltására való alkalmasságát. Didaktikai megfontolásból.

Axiomatikus módszer a matematika tudományos fokán és az oktatásában
„… az oktatási folyamatban kell az axiomatikus módszer alkalmazásához szükséges készségeket kialakítani….”
III. AZ AXIOMATIKUS MÓDSZER SZEREPE A MAI MATEMATIKÁBAN

A bizonyítások szemléletmentessége
„Az axiomatikus módszer kialakításának történeti ismertetésekor már elmondtuk, hogy ez a módszer a matematikával foglalkozó tudósoknak abból az igényéből fejlődött ki, hogy a matematika tételeit néhány, mindenki által elfogadott alaptételből — axiómából — a szemléletre való mindenféle további hivatkozás nélkül vezessék le; azt tapasztalták ugyanis, hogy a szemlélet nem mindig és főként nem eléggé pontosan tükrözi a valóságot.”

Antinómiák (ellentmondások) kiküszöbölése axiomatizálással
……… A halmazelmélet a 19. század végén alakult ki. A matematikában ekkorra már általánossá vált a szabatosság iránti igény, s a halmazelmélet sem kerülhette el, hogy ilyen szempontból vizsgálat alá vegyék. Ez a vizsgálat pedig azzal a kellemetlen meglepetéssel végződött, hogy a halmazelméletben antinómiákat (ellentmondásokat) fedeztek fel; ezek közül kettőt említünk meg. Mindkeltőt felfedezőjükről nevezték el.

……….. A halmazelméleti antinómiák kiküszöbölésére az első lépéseket a litván származású német matematikus, Zermelo (élt 1871 — 1953) tette meg a halmazelmélet axiomatikus felépítésével. ….
Definíció axiómákkal (axiomatikus struktúra típusok definiálása)
„Emlékezzünk vissza arra, hogy a Hilbert és a Peano-féle axiómarendszerrel megalkotójuknak az volt a célja, hogy az axiómarendszer alapfogalmait jellemezzék. 

Ezzel szemben az algebrai struktúrák elméletében az axiomatizálás célja kizárólag az egyes struktúratípusok definiálása, s az axiomatizálást eleve annak tudatában végezzük el, hogy az axiómarendszernek sok konkrét megvalósítása; modellje lehetséges, s fő célként a különböző megvalósítások szerkezetének vizsgálatát tekintjük.

Az axiómákkal való definiálás a geometriában is használatos. A hiperbolikus geometria történetileg is axiomatikus definícióval alakult ki, s azóta sokféle más „teret" is definiáltak axiómákkal (például az ún. topologikus teret és annak különböző típusait).”

A személy és közgazdaság című problémafelvetésemnek ez volt az egyik lényegi kérdése. Miféle axiomatikus struktúratípussal lehetne „kezelni” az általam felvetett problémát. 
· egyrészt igyekeztem megadni a személy fogalmának klasszikus, sejtésem szerint minden igényt kielégítő alapvető definícióját (azt, hogy a modern axióma elméletben az alapfogalom definiálása fölé látszik nőni az alapfogalom jelentésére sajátos módosító visszacsatolásként ható axiómák általi átformálás, egy kiegészítő jelenségnek, tudnivalónak, eszköznek, hatásmechanizmusnak tudom értelmezni, nem pedig az eredeti, tulajdonképpeni definíció feladásának elvi szükségességeként

· másrészt az axiomatikus struktúra típusok definiálásának létét, gyakorlatát evidenciának tartottam minden különösebb vizsgálódás nélkül. A

· halmaz (csúcspontok)

· szerkezet (struktúra a csúcspontok közti kapcsolatok rendszerével)
· rendszer (csúcspontok kapcsolatrendszeréből álló struktúra a folyamataival)

axióma struktúra típusok létének feltételezésével képzeltem el, hogy mielőbb egy nullaváltozat realizálható (a személy idealisztikus, abszolút természetű fogalmára mint alapfogalomra héjazatszerűen felépülő, egyre bonyolultabb axiómarendszer sémák felhasználásával).
IV. AZ AXIOMATIKUS MÓDSZERREL KAPCSOLATOS ELVI KÉRDÉSEK

A matematikai formalizmus
A formalizált logika jelölésrendszerével korábban viaskodtam, de nem tudtam „birtokba venni”. Ilyen tárgyú tanulmányaim műszaki főiskolán, közgazdasági egyetemen nem voltak, viszont érdekelt, de úgy jártam vele mint az ókori nyelvekkel (amiket Szabó Árpád egy futó beszélgetésben úgy ítélt meg, hogy félévente egyet el lehet sajátítani, és ha az embernek 4-5 ókori nyelv és annak írásmódja már a birtokában van, akkor kinyílnak előtte az izgalmas összefüggések világának ajtajai). Sok mindenre nem voltam képes, az ókori nyelvek esténkénti olvasgatással való elsajátítására majd kutatására sem. A formállogikai jelek használatát {például (∀a)(∀b)(∀P)[(C∈a[image: image4.png]AC
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∈b)→P=C]} ha minden kötél szakad, el tudom olvasni, értelmezni, kirakva az asztalra a jelek megfejtését, de még nem kerültem abba a helyzetbe, hogy könnyebbséget okozna rutinos használatuk.
Viszont a nyolcvanas évek közepe táján Ruzsa Imre egyik vaskos kötetét lapozgatva a logikáról olyan mondattal találkoztam, amely lebegtette, hogy lehetséges olyan képletet, formulát kialakítani, amelybe belehelyezve (belekódolva) egy új tudományos sejtést, eldönthető az új sejtésről, hogy az helytálló-e. Ma már nem tudom, hogy pár fejezettel arrébb volt-e egy cáfolata ennek az erőfeszítésnek, elvi törekvésnek, de nekem sok ideig tartó lelki válságot okozott. És nem olvastam végig a könyvét, mert meg voltam győződve az ilyen univerzális formula képtelenségéről illetőleg értelmetlenségéről.
A formalizmus mint akár maga az axiomatikus módszer igen fontos, a tudományos gondolkodás technikai kelléke, esetenként előfeltétele, de az emberi sejtés megfogalmazását valamint annak kontrollját meggyőződésem szerint sosem válthatja ki – ha mégis ilyesmi törekvés nyerne teret, az az elméleti tevékenység vissza szorulását (ellehetetlenülését) eredményezné.
Az axiómarendszerek monomorfizmusának kérdése (II.4.4 részben már felvetett kérdés – mikor engedhető meg, hogy az axiómák saját maguk definiálják a saját alapfogalmaikat?)
Általánosabban: az axiómák (axióma rendszerek) és alapfogalmaik viszonya
„Az előző paragrafusban láttuk, hogy az ítéletek formalizálásával az axiómák bizonyos matematikai formulák alakjában jelennek meg. Ezért egy axiómarendszer valamely modelljei olyan matematikai objektumok összességének foghatjuk fel, amelyek bizonyos formulákat kielégítenek.”
Bizonyos begyakorolt, sablonosan alkalmazott axióma típusok esetében lehet ilyesmiről beszélni. Példaként lebeg szemem előtt a számítógépes szoftverek moduláris felépítése. Amikor már kialakultak bizonyos megoldások, akkor azokat szinte „örök modulokként” építik be a szoftverek következő nemzedékeibe.
Ha a szövegszerkesztőkre gondolok, akkor nem sok elvárásom lehet afelől, hogy a szövegszerkesztő szoftvert milyen modulokból építik fel, ha számomra könnyen kezelhető levélíró felületet, eszközt eredményez.
„Mivel minden axiómarendszer felfogható formulák összességének”
Azt tapasztalom, hogy az alkalmazott formulák sok esetben túlegyszerűsítettek, alkalmatlanok számos kérdés tárgyalására (vagy másként fogalmazva a valahol már bevált axiomatikus sémákat néha óvatlanul használják mintaként egészen más összefüggésben, egészen más területen). Széles skálája van az axiomatikus minta felhasználási lehetőségeknek. Van amire már vannak megfelelő modellek, típusok és van amire nincsenek. Nekem az a mindennapos tapasztalatom, hogy alapvető filozófiai kérdések iránt akkora a közöny, hogy gyakorlatilag nincsenek elérhető, megfelelő fogalmazottságú tananyagok, de akár tanulmányok sem – főleg ha egyes például közgazdasági szakkérdések filozófiai igényességű tárgyalásának szükségessége merül fel. Tehát mindig elhagyhatatlan ellenőrző kérdésnek kell lennie, miféle sémák léteznek, vehetők ki képletesen szólva a raktárból.
És a legkevesebb, az általam felvetett probléma lényegét adó kérdéskörben szinte egyáltalán nem találok nemhogy irodalmat, de még kevésbé elérhető rutinokat, jól definiált axiomatikus struktúra típusokat. Az én jelen problémafelvetéshez illeszkedő szempontomat másképpen a szabályozáselmélet vagy tágabban az axiomatikus minták ontológiájának is nevezhetném.

A magam részéről korábban a szabályozáselmélet ontológiáját emlegettem, értve ez alatt a szabályozó aktív alany kérdésének felvetését, miszerint műszaki tudományokban még csak-csak feltételezhető, hogy a megrendelő révén lehet tudni, hogy ki a szabályozás aktív cselekvője, felelőse stb. A társadalomtudományokban ez a kérdés nemcsak igen összetetté válik, hanem döntően alapvetővé, a társadalomtudományi gondolkodás értelmét meghatározóvá – főleg a kérdés explicit tárgyalásának egyébként általános elhanyagoltsága (felületessége, esetlegessége) miatt.
Tehát az axiomatikus sémák megléte, felhasználhatósága kapcsán is felmerülnek a személy és közgazdaság viszonylatában alanyisági kérdések (nem szerzői jogról van szó, hanem elvitathatatlan, ha úgy tetszik természetjogi jogosultságokról, kötelességekről, komplex szerepekről, amiket axiomatikus sémában is tárgyalhatóvá kell tenni).

De beszélhetünk ismeretelméleti evidenciáról is. 
A megismerő szubjektum szerepe a megismerésben nem Heisenberg féle kvantumelméleti talány kapcsán merült fel mint dilemma, hanem talán a gondolkodó emberrel egyidős, de mindenképpen egyértelműen tetten érhető az ókori görög filozófia korszakaiban, vonulataiban. És azóta hol nem törődünk vele (és akkor váratlan paradoxonok formájában szembesülünk vele itt-ott váratlanul), hol pedig az érdeklődés előterében van. Most éppen nem törődünk vele, főleg nem abban a tudományos közvéleményben, amelyben az egymástól elszakított materialistának és szubjektivizmusnak nevezett részekre szakadt filozófikus szemlélet vívja utóvédharcát (ahogy az én rálátásom jelzi) – más szóval amelynek kezei közül kicsúszik az általam itt szabályozáselméleti ontológiának vagy éppen axiomatikus minták ontológiájának nevezett összefüggés, szempont.
Lehet, hogy a klasszikus lételmélet (ontológia) nem foglalkozott kiemelten sem a szabályozáselmélettel sem az axiomatikus mintákkal a maga tárgykörén belül, de a lételméleti szempontokat nem lépheti át sem a matematika sem a tágabb természettudományok, sőt a társadalomtudományok köre sem. Azaz feltehető a kérdés, hogy lehet-e ontológiai szempontot megfogalmazni a társadalomtudományokban, közelebbről a társadalomtudományokra hivatkozó társadalom szervezéssel kapcsolatosan? Lehet-e ontológiai szempontot tetten érni a társadalmi rendszerek elméletében, axiomatikus módszertanában?
Adott axiómarendszerben eldönthetetlen problémák
Hogy az axiomatizálás által elérhető valamiféle tökéletesség illúziója még jobban elkerüljön minket, érdemes beleolvasni ennek a fejezetnek néhány mondatába:

„ … A II. fejezet 4. paragrafusában mondtunk példákat kategorikus és nem kategorikus axiómarendszerre is, s rámutattunk arra, hogy az axiomatikus módszerrel szükségképpen együtt járó absztrakció folytán számítanunk kell arra, hogy elég gyakran találkozunk egyébként jól használható, de nem kategorikus axiómarendszerekkel….” (kategoricitás: belső teljesség követelménye)

„ …Az alább kimondandó Gödel-féle tétel szerint azonban a kategoricitás szempontjából még ennél is rosszabb a helyzet; kis túlzással azt lehel mondani, hogy mennél inkább használható egy axiómarendszer, annál kevésbé lehet kategorikus….” (kategoricitás: belső teljesség követelménye)

„….minden használható axiómarendszerben meg lehet fogalmazni olyan problémát, amelyet viszont az illető axiómarendszeren belül nem lehel eldönteni….”
„ …ha egy axiómarendszer valamely matematikai tudományág vizsgálatára eléggé alkalmas, akkor az axiómarendszer nem lehet kategorikus.” (kategoricitás: belső teljesség követelménye)

„ … Érdekes következménye a Gödel-tételnek az, hogy egyetlen axiómarendszer ellentmondástalansági bizonyítása sem formalizálható az illető axiómarendszerben. A Peano-féle axiómarendszer jelenleg ismert abszolút ellentmondástalansági bizonyításában is van egy olyan meggondolás, amely az axiómarendszerhez tartozó formulákkal nem fejezhető ki; a Gödel-tétel következménye szerint ez szükségszerűen lép fel. Ez azonban csak azt jelenti, hogy a matematika legszabatosabb tárgyalása sem fogható fel csupán formulák megengedett szabályok szerinti összerakásának és átalakításának, hanem legalább egy-egy ponton figyelembe kell venni a formulák jelentését is. Ez is érv a formalizmus ellen. …”
Algoritmussal megoldhatatlan problémasereg létezése

„ … Agnoszticista filozófusok azt szokták mondani, hogy a Church-tétel abszolút értelemben megoldhatatlan probléma létezését jelenti. Ebből azonban csak annyi igaz, hogy a Church-tételben nincs szó axiómarendszerről, tehát a problémasereget megoldó algoritmus nemléte mindenféle axiómarendszertől, sőt még az axiomatikus módszertől függetlenül is igaz, bebizonyított állítás. Nem jelenti azonban a tétel a problémaseregben foglalt egyes problémák megoldhatatlanságát, mert nem zárja ki egyenkénti megoldásuk lehetőségét…..”
Intuicionizmus (intuíciót hangsúlyozza) és konstruktivizmus (nem axiomatikus)
Az eddigieket a laikus számára is teljessé teszik a következő megjegyzések, amelyekkel a szerző jelzi, hogy az axiomatikus módszer használata nem univerzális megoldás minden kivétel, határeset nélkül.

„ … A halmazelmélet antinómiáinak (ellentmondásainak), majd az axiomatikus módszer korlátainak felfedezése a matematikai ismeretszerzés módszereinek felülvizsgálatát tette szükségessé.

„ … Az intuicionizmus … lényegét tömören úgy lehet megfogalmazni, hogy az ismeretszerzésben, a tapasztalatgyűjtés (a szemlélet) és a rendszeres kutatás (logikus következtetés) szerepét másodlagosnak tartja az ötletszerű felismeréssel, az intuicióval szemben …”

„ … A matematikának axiomatizálás helyett konstruktiv módszerekkel való felépítésére újabban egyre többen törekednek, különösen azokon a területeken, ahol az axiomatikus módszert nem érzik kielégítőnek (valós számok elmélete, halmazelmélet, elemi geometria). …”

„ … egy olyan bizonyítás valóban többel ér, amely valamit konkrétan megad, mint az, amely csak annak létezését mutatja meg. …”
Ugyanakkor hangsúlyozni szeretném, hogy egyelőre az a kérdés, hogy a szélesebb szakmai, tudományos, politizáló és egyéb közvélemény végleg el fogja kerülni azon elméleti módszerek, összefüggések megismerését (sejtését legalább, nemhogy kezelését), amelyeket felhasználva alakul a civilizált emberiség sorsa?!
· az utolsó 100 évben (hitelpénz rendszer); 
· az utolsó 200 évben (David Ricardó által hangsúlyozott modellezési „kényszer”); 
· az utolsó 250 évben (fiziokrata táblázatok, mint a mai értelemben első tudatos szabályozási, illetve a szabályozáshoz axiomatikus pontossággal fogalmazni igyekvő elméleti program megszületése).



Szász Gábor kötetének itt a vége (a kötetre hivatkozó, olvasásnapló szerű eszmefuttatásnak is).

És keresem azt a következő összefoglaló művet, amely az axiomatikus módszerről hasonló de újabb összefoglalást ad.
A deduktív és induktív axiomatikus módszerek összevetéséről, egymásra épüléséről sok érdekes dolog derülhetne ki.

Általában a modern számítógépes modellezés elvi, az axiomatikus sémákat több irányban felhasználó összefüggéseiről – bele értve a személyt mint alapkategóriát tudomásul vevő közgazdaságelméleti axiomatikát.

Meg a személy kategóriáját történetiségében, logikai tartalmában, ontológiai és ismeretelméleti összefüggéseiben axiomatikus szigorúsággal tárgyaló és közérthető irodalomra is szükség lenne – meglátásom szerint.



Amikor Szász Gábor könyvét letettem, kavarogtak bennem a gondolatok, de talán még túl is pörgettem őket. Meg is valósítani, akár csak a leírásukkal megismerkedni nem lenne laikusnak egyszerű feladat.

a) deduktív mozzanatú (alapvető fogalmak és megállapítások - majd azokból levezetések)

b) induktív mozzanatú (alapvető tények -  azokra megállapítások - majd levezetések)

a mozzanatok egymáshoz kapcsolódása lehet

a) lánc-szerű (homogén), azaz vagy deduktív vagy induktív mozzanatok egymás után

b) keverten lánc-szerű, azaz egymást váltogatva

c) egymásba épülően, azaz

-
deduktív alapfogalom kiválasztása közvetve (nem belső levezetés által) tapasztalatokra támaszkodva, azokból okulva

-
induktív mérés, elméletfogalmazás deduktív inputtal, például rendezett matematikai eszközök alkalmazásával 
d) minták alkalmazásával, azaz az axiomatikusán rendezett fogalmi séma alkalmazása

· deduktív minta deduktív célra

· induktív minta induktív célra

· nem tudom, hogy a kettő keveredhet-e (deduktív minta induktív célra)

· nyilván lehet minta a deduktív és induktív mozzanatok keveredése (például fejlett matematikai eszköztárat alkalmazó fizikai mérési kontroll

fraktálszerűen egymásra és egymásba építkező axiomatikus rendszerek ….


Szász Gábor kötetének IRODALOMJEGYZÉKE
Számtan-mértan az általános iskolák 5—7. osztálya számúra. Tankönyvkiadó, Budapest.
Matematika az általános iskolák 8. osztálya számára. Tankönyvkiadó, Budapest.
Matematika a gimnáziumok és szakközépiskolák 1—4. osztálya számára. Tankönyvkiadó, Budapest.
EUKLIDES; Az elemek első hat könyve. Kommentált kiadás, Franklin Társulat, Budapest, 1905.
Kalmár László: A matematika alapjai I—II. Egyetemi jegyzet, Tankönyvkiadó, Budapest.
Kerékjártó Béla: A geometria alapjairól, I. (Az euklideszi geometria elemi felépítése). Szeged, 1937.
Kuros A. G; Csoportelmélet. Fordítás oroszból, Akadémiai Kiadó, Budapest, 1955.
Northrop E. P.: Rejtélyek a matematikában. Fordítás angolból, Gondolat Kiadó, Budapest, 1960.
Szabó Árpád:   Hogyan lett a matematika deduktív tudománnyá? Matematikai Lapok,  8 (1957),  8-36 és 232—247. 

Szabó Árpád:  A  görög matematika definíciós-axiomatikus alapjai.  Matematikai Lapok. 10 (1959), 72—121. 

Szász Gábor: Geometria. Tanárképző főiskolai Jegyzet, Tankönyvkiadó, Budapest.


IRODALOM JEGYZÉK a személy és közgazdaság problémafelvetés kapcsán

Nem tudok célszerűen feldolgozott, áttekintett irodalmat bemutatni. Legfeljebb általam kedvelt, nekem érdekes, emlékezetes irodalomból tudok felsorolni néhányat, és néhányat nekem emlékezetes kudarcaimból.

Közgazdasági szakdolgozatomba csináltam lelkesen irodalomjegyzéket, de nem tartottam karban, nem folytattam (és mai szempontjaimat sem tudtam akkor még).

Amit jellemzőnek látok, ami része volt tájékozódási törekvésemnek

· Szász Gábor: Az axiomatikus módszer, Tankönyvkiadó 1972 – Nehezen olvastam el, de meglepett, hogy mennyire eligazít (átfogó, „teljességre törekvő”, 130 oldal)

· Szabó Árpád: Bevezető Euklidesz Elemek 1983-as kiadásához, abban a matematika filozófiai előfeltételeiről pár sor – 10 évente visszatérően igazodási pontnak láttam

· Euklidesz: Elemek, 3 fordításban, a legelső sor maradt meg bennem: „pont az ami tovább nem osztható” – a 80-as évek elején is, de nem tudtam mit kezdeni vele

· L. v Bertalanffy: Ám az emberről semmit nem tudunk, Közgazdasági és Jogi Kiadó, 1991  - talányos, zaklatott öregkori mű, nekem kútfőnek bizonyult

· Utóbbi években internetes szócikkek – egészen megváltozott a minőségük (vagy én figyelek jobban?)

· K. Boulding felszólalása a METESZ-ben „az autók nemi életéről” – kacagtatóan evidensnek éreztem – a 80-as évek elején (mármint, hogy hogy csak az embernek van nemi élete, az autóroncsok sem maguktól szaporodnak a város szélén, azokért is az ember a felelős)

· Arno Anzenbacher: Bevezetés a filozófiába, Herder, Budapest, 1993 – azon ritka könyvek egyike volt, amit többször, oda-vissza lapozva jegyzetelve olvastam

· N. Wiener: Kibernetika, válogatott tanulmányok, Gondolat 1974

· C. E. Shannon – W Weaver: A kommunikáció matematikai elmélete, OMIKK 1986 – de ezt technikai jelcsatorna matematika volt, nem kommunikációról szólt (jelcsatorna, kommunikáció és információ fogalma közt a tévesztés általános volt a 80-as években)

Ízelítő abból, ami nekem nagyon idegen volt, amikor kézbe vettem
A könyvespolcot nézegetve
· Surányi László: Metaaxiomatikai problémák (Typotex 1992) – egészen más dolgokra asszociál, mint én – 2015-ben lapozgattam

· Baló József: Logika, Tankönyvkiadó 1981, 6-ik kiadás, módszertani segédlet (többször nekiláttam, most utólag azt hiszem, hogy a deduktív-induktív különbséget nem hangsúlyozta számomra az eligazodáshoz szükséges módon, az hiányzott) – a 80-as évek elején olvastam először

· Simonyi Károly: A fizika kultúrtörténete 1978 – Lebilincselő olvasmány, de valahogy másként rakom össze a magam gondolati mozaikját, mást kerestem – 80-as évek elején olvasgattam és most lapoztam bele

· Ruzsa Imre: Klasszikus, modális és intenzionális logika, Akadémiai, Budapest 1984. – nagy barna kötet, és eljátszik egy olyan képlet gondolatával, amely a tudományos felfedezésről kimutatja értelmességét, szinte megijedtem tőle - 80-as évek elején volt a kezemben először

· Rendszerelméletről, informatikáról szóló könyvek a nyolcvanas évek elejétől, amelyeket nem értettem, amelyek szinte eltorlaszolták a kilátást, és amelyeknél ma sokkal jobb szócikkek olvashatók interneten

Korábbi fogalmazványaim, amelyek talán tekinthetőek a jelen problémafelvetés előzményének

· egzakt

· fizikai szemle

· ………

· …….
� � HYPERLINK "http://ait.iit.uni-miskolc.hu/~ait/segedlet/term_foly_lev/resz_1.htm" �http://ait.iit.uni-miskolc.hu/~ait/segedlet/term_foly_lev/resz_1.htm� 


� Fáy Árpád: Fizikaoktatás műszaki főiskolákon (hátsó borító) - � HYPERLINK "http://fizikaiszemle.hu/" �Fizikai Szemle� 1979/8. 29. évf. 8. sz. - 1979. augusztus 


� A szó etimológiája: a latin axioma a görög axióma (άξίωμα) szóból keletkezett, amely szó szerint valami értékeset jelent. - � HYPERLINK "https://hu.wikipedia.org/wiki/Axi%C3%B3ma" �https://hu.wikipedia.org/wiki/Axi%C3%B3ma� 


� A nagymennyiségű idézett szövegbe helyenként jól elkülönülő beszúrásokat tettem a következő formában:  --<< -FÁ>>-- . Lehet hogy nem túl elegáns, de a magam számára ez a technika alakult ki, és hirtelen nem tudok mást kitalálni. A zárójelek és szignó nélküli sárga és kék háttérszínek, vastagított betűk alkalmazása az eredeti szöveg fordulataira hívják fel a figyelmet, illetve a felsorolásokat néhol ugyancsak olvasói jegyzet jelleggel rövid bekezdésekké alakítottam. A terjedelmesebb idézeteket jobb oldalon függőleges vonallal is megjelöltem – Ha valakinek volna más formai ötlete, javaslata ezekre az elhatárolásokra, azt örömmel venném - FÁ 
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